Indeterminaciones( 6 (

Cálculo de límites de funciones

Indeterminación del tipo 
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El limite del cociente da como resultado la indeterminación 
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. Para resolver esta indeterminación es necesario estudiar los límites laterales de la  función, en el punto x0.

Si ambos límites laterales son iguales, la función tiene por límite su valor. Si no son iguales, la función no tiene límite.

Ejemplos:

1.- Calcula 
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Resolución:
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 EMBED Equation.3  [image: image5.wmf]0
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, indeterminación.

Para resolver la indeterminación se estudian los límites laterales de la función en el punto x0 = 3.
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. Como los límites laterales coinciden: 
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2.- Calcula 
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Resolución:  
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, indeterminación

Se estudian los límites laterales:  
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Como los dos límites laterales no coinciden, la función 
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no tiene límite cuando x  tiende a 1.

Indeterminación del tipo 
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Si al calcular el límite de una función f obtenemos una indeterminación de la forma 
[image: image15.wmf]0

0

, tendremos que distinguir entre dos casos para resolverla:

a) Si f es una función racional  f(x) = 
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Para resolver esto basta con tener en cuenta que si Q(x0) = 0 y P(x0) = 0, x0 es raíz  de los polinomios P(x) y Q(x), y por lo tanto el cociente 
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 se puede simplificar

Una vez hecha la simplificación, bien dividiendo P(x) y Q(x) entre x ( x0 ó bien aplicando la regla de Ruffini, se vuelven a calcular los límites de los polinomios ya simplificados.

Ejemplos:

1.- Calcula  
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Resolución:
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Esta indeterminación se resuelve simplificando el cociente. Aplicando la regla de Ruffini, se obtiene la descomposición de los polinomios P(x) = x3 - 2x2 ( 6x +12   y  Q(x) = x2 + 3x (10.

· Descomposición factorial de P(x):
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· Descomposición factorial de Q(x):
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·  El límite del cociente P(x)/Q(x) es:
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2.- Calcula   
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Resolución:
· 
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· Se simplifican numerador y denominador:
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b) Si f es una función irracional.

En el caso de que, calculando el límite aparezca una indeterminación de la forma  
[image: image35.wmf]0
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, ésta suele resolverse multiplicando y dividiendo por el conjugado del numerador o del denominador.

Ejercicios: 

1.- Calcula 
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Resolución:
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· Para resolver la indeterminación se multiplica y se divide por el conjugado del numerador:
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 EMBED Equation.3  [image: image44.wmf]2

1

1

1

1

=

+


2.- Calcula: 
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Resolución:
· 
[image: image46.wmf]2

3

x

1

x

lim

2

1

x

-

+

-

®

 = 
[image: image47.wmf]0

0

2

3

1

1

1

=

-

+

-

, indeterminación.
· Para resolver la indeterminación se multiplica numerador y denominador por  
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Ejercicios: Calcula los siguientes límites:

a) 
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b) 
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c) 
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 (Sol: 4)
Indeterminación del tipo 
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a) Funciones racionales:

El límite de una función racional cuando  x , es igual al límite del cociente de los términos de mayor grado del numerador y denominador.

Si     P(x) = 
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El valor de este límite depende del valor que tengan n y m:

· Si el grado del numerador es mayor que el grado del denominador (n > m), el límite es , dependiendo de que los signos de los cocientes an   y bm   sean iguales o distintos.

· Si el grado del numerador es igual que el grado del denominador (n = m), el límite es el cociente 
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· Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador (n < m), el límite es 0.
Ejercicio: cálculo de límites de funciones racionales (x)
1.- Calcula 
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Resolución:
En este caso, el grado del numerador, 2, es mayor que el grado del denominador, 1, por tanto el límite es 
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2.- Calcula 
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Resolución:
El grado del numerador es mayor que el grado del denominador, y los términos de mayor grado tienen signos distintos, por tanto:
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3.- Calcula 
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Resolución:
El grado del numerador es igual que el grado del denominador, por tanto: 
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4.- Calcula 
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Resolución:
El grado del numerador es menor que el grado del denominador, por tanto:
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Ejercicio:  Calcula los siguientes límites:

a) 
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b) Funciones irracionales

Cuando al calcular el límite de una función irracional resulta la indeterminación 
[image: image79.wmf]¥

¥

, ésta se resuelve aplicando la regla dada para la misma situación en funciones racionales.

Ejercicio: cálculo de límites indeterminados de la forma  
1. Calcula 
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Resolución: 
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· Haciendo uso de la regla mencionada, (en este caso el “grado” de la raíz del polinomio se obtiene dividiendo el grado del polinomio por el índice de la raíz) resulta:

Grado del numerador = 3

Grado del denominador = ½, puesto que 
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Por lo tanto: 
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2. Calcular 
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Resolución:
·  Calculando el límite del numerador y del denominador se obtiene:
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· Estudiando los grados:

Grado del numerador = 1

Grado del denominador = 1 (puesto que 
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Por lo tanto, el límite es: 
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3.  Calcula  
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Resolución:
· 
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. Por lo tanto, el límite es:  
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Ejercicios: Calcula los siguientes límites:

a) 
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 (Sol:0) 

Indeterminación de la forma ( ( ( 

Si al calcular el límite de una función f aparece una indeterminación del tipo 
[image: image96.wmf]¥
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para eliminar este tipo de indeterminación tendremos que distinguir dos casos:

a) Si f es la diferencia de dos funciones racionales, se efectúa dicha operación para conseguir una función racional. Una vez hecho esto, puede aparecer una indeterminación de los tipos anteriores.

Ejemplo: Calcula: 
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Efectuaremos la diferencia de las dos fracciones. Para ello tenemos en cuenta que:

m.c.m(x2 (1, x (1) = x2 (1
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Ejercicios: Calcula los siguientes límites:

a) 
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b) Si es una diferencia en la que aparecen raíces cuadradas y resulta la indeterminación 
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 ésta se resuelve generalmente multiplicando y dividiendo la función por su conjugada.
Ejercicios: 

1. Calcula 
[image: image110.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

+¥

®

x

x

3

x

lim

2

x

  

Resolución:
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· Se multiplica y se divide por su conjugado 
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2. Calcula el límite de la función y =
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· Se multiplica y se divide la función por su conjugada 
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3. Calcula el límite de la función f(x) = 
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· Se multiplica y se divide la función por su conjugada 
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Ejercicio: Calcula los siguientes límites:
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