RF.-1-

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: TEOREMA DE ROUCHE-
FROBENIUS

Recordemos que un sistema de m ecuaciones con n incognitas es un sistema de la forma:
allxl + a12X2 +- -+ alan = bl

a21X1 + 8.22X2 +--t+ aZan = b2

AmXy +ameXy +o 8 Xy =bpy,

Donde: a;; son nimeros reales y se llaman coeficientes del sistema, by,b,, ... , by son nimeros reales y reciben el
nombre de términos independientes , y X;,X, ... , Xm SON las incognitas del sistema.

Si todos los términos independientes son nulos, el sistema se llama homogéneo.

app 4 ot Ay
La matriz A = 821 82 v & se le llama matriz de los coeficientes, y la matriz que se obtiene de la
Ami 8mz2 ot @mp
ajp A ay by
21 82 a2n 2

anterior afiadiendo los términos independientes: A*= se denomina matriz ampliada.

Ami Amz " Amp bm

NOTACION MATRICIAL DE UN SISTEMA: Si designamos por X a la matriz columna formada por las
incognitas y por B a la matriz columna de los términos independientes el sistema se puede escribir asi:

a7 2 Ay X1 by

a a - a X b

21 22 2n ‘2 _ .2 — AX =B
Amy Amz ot Amp Xn bm

NOTACION VECTORIAL: Designando por C;,C,, ... , C, las columnas de la matriz A, el sistema puede escribirse
también asi:

an ayp aqn by
a a a b

21 X+ 2 Xyt Mk, =| 2| = Cx+CpXpt ... +Cx =B
aml am2 amn bm

Esta relacion expresa el vector columna B como combinacion lineal de las columnas de la matriz de los coeficientes
del sistema. Si tal combinacion lineal existe, los coeficientes de las columnas son precisamente la solucion del
sistema.

Ejemplos:
2X—-y+3z=0
1.- Escribir en forma matricial el siguiente sistema: < 4x +6y -z =5
X+y=-8
2 -1 3\x
La forma matriciales: |4 6 -1|y|=
1 1 0)\z -8
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2.- Escribir en forma vectorial el sistema anterior.

2 -1 3 0
La forma vectorial es: | 4 X +| 6 [y+|—-1|z=| 5
1 1 0 -8

TEOREMA DE ROUCHE —FROBENIUS .- Un sistema de ecuaciones lineales es compatible si y solo si el rango
de la matriz de los coeficientes es igual al rango de la matriz ampliada.

Demostracion: El sistema puede escribirse en forma vectorial Cix; + CoX, + ... + C X, = B

=) Si el sistema es compatible, existe al menos una solucion (54,5, ... , Sy ) tal que.
Cis1 + Cosp + ... + Cysp = B, por lo tanto la matriz columna de los términos independientes es combinacion lineal de
las columnas de la matriz de los coeficientes A = rango A = rango A"

<) Si rango A = rango A", entonces la columna de los términos independientes es combinacién lineal de las
columnas de la matriz A y por tanto existen n nUmeros sy,s,, ... , Sy tales que.

B=Cis; +Cys, + ... + Cps, . Por lo tanto (s1,S,, ... , Sn) €s una solucién del sistema = el sistema es compatible.
Sistemas de m ecuaciones con n incdgnitas

Determinado:sir=n

SirangoA = rangoA™ = r,sistema compatible . .
Indeterminado:sir<n

Si rango A # rango A™, sistema Incompatible

Sistemas homogeéneos: Un sistema de ecuaciones lineales se dice homogéneo si los términos independientes son
todos nulos. Por lo tanto todo sistema homogéneo es siempre compatible. (Pues rango A = rango A")

a) Sirango A =n° de incognitas = Sistema compatible determinado, solo tiene la solucién (0, O, ... , 0),
[lamada solucidn trivial.

b) Sirango A <n°de incégnitas = Sistema compatible indeterminado.
SISTEMAS DE CRAMER

Definicion: Un sistema de ecuaciones lineales es un sistema de Cramer si el nimero de ecuaciones es igual al de
incdgnitas y el determinante de la matriz de los coeficientes del sistema es distinto de cero.

2x—-3y=4
Ejemplo: El sistema { x+2)):—0 es de Cramer pues el nimero de ecuaciones es igual al de incognitas y
2 -3
=7=+0.
1 2

Proposicién.- Todo sistema de Cramer es compatible determinado (tiene solucion Unica).
Demostracion: Consideremos un sistema de Cramer de n ecuaciones con n incognitas:

Ay Xy FapXy ++a X, =by agg A ... A (X1 b,
Qg Xy +Ap Xy +--+ Ay X, =by . . Ap1 Ap ... App || X2 b, )
nen su expresién matricial "1 7%1=] 7| abreviadamente
A Xy + Xy +o+ A X, = b, ap1 Apa .- Apn/ \Xp b,
A X B

AX = B. Como el sistema es de Cramer | A | = 0 = existe A y por lo tanto:
A'AX=A'B=X=A"B

X1 A Ax o Apl(b
X 1A, A, - Allb
2 :m 12 722 "2\ 72 | de donde obtenemos:
Xn Aln A2n Ann bn
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by ap, - ap,

b, azp - ap

- biAy +boAs+ 4D Ay [P 8y 0 n
Al Al

a;; by a1

an by aon

s = D1A1s +DoA%m - +DyAn, _ [8m by - ap
’ Al Al

ajp ap by

dy; Ay b,

. = biAw +bpAgn++bpAny |8 nz - by
" Al Al

X; es igual al determinante de la matriz obtenida de A al cambiar la columna i-ésima por la columna de los términos
independientes, dividido por el determinante de la matriz A de los coeficientes del sistema.
Ejemplos:

_ _ { X+2y=0
1.- Resuelve, aplicando la regla de Cramer, el sistema
3X+7y=1
Es un sistema de Cramer pues det(A)=‘; 7‘:17&0
0 2 10
s 21,
Lasoluciones: x= ——=—=-2, y=r——===1
1 2 1 1
27 27
X—-y+52=13
2.- Resuelve, aplicando la regla de Cramer, el sistema {3x — 2y + z=12
X+y+2z=9
1 -1 5
El sistema es de Crameral ser |3 -2 1|=25=%0.
1 12
Aplicando la regla de Cramer, la solucidn es:
13 -1 5 1 13 5 1 -1 13
12 -2 1 3 12 1 3 -2 12
BE 12:@:4 :1 92:§: Z:119:@:2
1 -1 5 25 1 -1 5/ 25 7 1 -1 5 25
3 -2 1 3 21 3 21
1 12 1 12 1 12

METODO DE LA MATRIZ INVERSA
Si en un sistema de ecuaciones lineales A X = B, donde A es una matriz cuadrada y se cumple que |A|#0=

existe Aty por lo tanto: A'AX=A'B=X=A"'B
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X+y-z=3
Ejemplo: Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa: <2x+y+z=-2
X—-2y-3z=1
1 1 -1 X 3
Solucién: Expresion matricial: |2 1 1(. |y|=|-2
z

1 -2 -3 1
N GH— = “—
A X T B
1 1 -1 L
|Al=|2 1 1|=-3+1+4+1+2+6=11 =0 = existe A". Sabemos que A‘1:T(Adj.(A))I

1 -2 -3 |A|

Ay = ' 1‘ 1L Ap ‘ l‘ 7, Ag3 ‘2 1‘_—51
-2 -3 - 1 -2
S e A
72 —3] 7721 -3 A ) B
A31_‘1 _1‘_2, A32_—‘1 _1‘ 3,A33_‘1 1‘——1..
1 1 2 1 2 1
-1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
Adj(A)=| 5 -2 3 |=(Adj(A)'=| 7 -2 -3 SN BN I R
2 -3 -1 -5 3 -1 W.s 3 4
-1 5 2\( 3 -11

Tenemos: A-X=B=A LA X=A1B= x=A‘1-B=1i 7 -2 -3||-2 -1 22

1 11
-5 3 -1 1 -22
Porlotanto: x=-1,y=2, z=-2
EJERCICIOS:

Ejercicio 1.- Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segln los valores del pardmetro m y resolverlo:

X—-2my+3z=0 1 -2m 3
2x-3y+mz=0, |[A|=[{2 -3 m|[=Tm=0=>m=0
y+2z=0 0 1 2

Sim=#0=|A|#0 = rango A = 3 = nimero de incognitas = sistema compatible determinado; solo admite la
solucion trivial: x =0,y =0, z=0.

1
) 1 0 S

Sim=0(A|=0=rangoA<3) A=|2 -3 0], ‘2 3‘=—3¢0 = rango A = 2 < n° de incognitas = el
0

sistema es compatible indeterminado.

X =-3t
., X =-3z
Solucion: = 6x-3y=0,y=-2z = y=-2t
x—-3y=0 Lt

Ejercicio 2.- Estudiar el siguiente sistema segun los valores de m y resolverlo siempre que sea posible

X+my+z=m-+2

X+y+mz=-2(m+1); Sirango A = rango A" = 3 (n° de incégnitas) el sistema serd compatible determinado.
mX+y+z=m

Veamos que valores de m anulan al determinante de A, para esos valores ya no es posible que sea determinado.
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1 m 1

Al=|1 1 m=m’-3m+2=0s o
m 1 1 -

a) Sim=z1lym=-2|A|=#0=rango A =rango A" = 3 = nimero de incégnitas, el sistema es compatible
determinado:

m+2 m 1 1

m+2 1 1 m m+2

-2m+1) 1 m 1 -2(m+1) m 1 1 —-2(m+1))

m 1 1 m m 1 m 1 m

X = e =, Y= - =, Z= - —...
m* —3m+ 2 m* —3m+ 2 m® —3m+ 2
111 111 3
b) Sim=1(A|l=0=rango A<3)A=|1 1 1l|=>rango A =1, A'=1 11 -4 ‘i B ‘——7¢0y
111 111 1
11 3

1 1 —-4|=0=rango A"=2=>rango A =1 =rango A" = 2 = Sistema Incompatible.
11 1

1 -2 1

i 1 -2
c) Sim=-2(A|=0=>rangoA<3) A=| 1 1 -2 ‘ #0= rango A =2

-2 1 1
1 -2 1 0 1 -2 0
A=l 1 1 -2 2|,/ 1 1 2|=0=rangoA*=2
-2 1 1 -2 -2 1 -2
Rango A =2 =rango A" < nimero de incognitas = el sistema es compatible indeterminado:
-z -2
X-2y= -2 B 2+2z2 1 —_Z+4+4Z—4+Z
X+ y=2+2z 1 - B 3 3
1
1 -2
1 2+2z| 2+2z+z 2 . 4 2
= = =—+2z. Solucion: x=—+t,y=—+t,z=t
1 - 3 3 3 3
1

Ejercicio 3.- Discutir segun los valores de “a” el sistema:
@l-a)x+(2a+ly+(2a+2)z=a
ax+ay =2a+2
2x+(@+1)y+(@-1)z=a%>-2a+9
Hallaremos los valores de que anulan det (A)
1-a 2a+1 2a+?2

a=0
|[A|=] a a 0 |=—a”+3a“-2a=0=a(-a“+3a-2)=0= —a2+3a—2=0{

a=2

2 a+l a-1

a) Siaz0ya=lya=#2=|A|=0= rango A =rango A'= 3 = nimero de incognitas = sistema compatible
determinado.
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11
b) Sia=0,(JA|=0=>rango A<3), A=|0 O , ‘; 1‘:—1;«r&0:>rangoA=2
2 1 -
11 2 0)(|110
A"=[0 0 0 2[,/0 0 2/|#0= rango A"=3.
2 1 -19)1(2 19
Por lo tanto: rango A = 2 # rango A"= 3 = sistema incompatible.
0 3 4
c) Sia=1,(JA|l=0=>rango A<3), A=[1 1 O ,‘0 i‘:—S:rangoAzz
2 20
0 34 1)|0 31
A'=|1 10 4/,/1 1 4/=0=rangoA*=2
2 2 08)|2 2 8
rango A = rango A’= 3 < n° de incdgnitas = sistema compatible indeterminado.
-1 56
d) Sia=2,(JA|=0=rangoA<3) A=| 2 2 0 ,‘_1 2‘=—10¢0:>rangoA=2
2 31

-1 56 2)(|-15 2
A'=| 2 2 0 6[,| 2 2 6/=—26#0= rango A'=3

2 319 2 39
rango A = 2 # rango A"= 3 = sistema incompatible.

X+2y+z2=3
ax+(@+3)y+3z=1

1 2 1 . (1 2 13
A= , AT = . Vamos a calcular el rango de A:

Ejercicio 4.- Estudiar segun los valores del parametro a el sistema. {

a a+3 3 a a+3 3 1

El rango de A es distinto de cero pues | 1 | # 0. Menores de orden dos que contengana | 1 |:

1

=a+3-2a=-a+3=0=>a=3,
a a+3

1
3 =3-a=0=a=3.Elrangode Aserdlsia=3yrango A =2

a
sia#3.

a) Sia=3rango A =rango A= 2 < nimero de incdgnitas = el sistema es compatible indeterminado.
b) Sia=3rango A=1

. (1 21 3) |1 3 . i . .
A= : =-8=0 = rango A" = 2 # rango A = el sistema es incompatible.
36 31) (31
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