Rectas y planos 7

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

ECUACIONES DE LA RECTA

Sea R = 

 un sistema de referencia afín.
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	Una recta r en el espacio queda determinada por un punto P(

) y un vector 

 paralelo a la recta y no nulo (vector director) 

.

Si X(x,y,z) es un punto cualquiera de la recta debe cumplir: 

, t(R.

Ecuación vectorial: Si 

 es el vector de posición de P y 

 el de X se tiene

=

+

(


(

+ t

, t(R


Sustituyendo las coordenadas de P, X y 

en la ecuación vectorial se tiene 
(x,y,z) = (

) + t

, que es la ecuación vectorial de la recta expresada en coordenadas. Para cada valor que le demos a (, se obtiene un punto de la recta
Ecuaciones paramétricas: De (x,y,z) = (

) + t

 expresando por separado cada variable obtenemos las ecuaciones paramétricas de la recta:

	




Para cada valor que demos al parámetro t obtenemos un punto de la recta.

Ecuaciones en forma continua: Si despejamos t en cada una de las ecuaciones paramétricas e igualamos obtenemos la ecuación de la recta en forma continua:

	




 Ejemplos:

1. Obtener las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(0, 1, -3) y de vector direccional 

=(1,-5, 0).


Ecuación vectorial: (x,y,z) = (0, 1, -3) + t (1,-5, 0), t(R


Ecuaciones paramétricas: 

 t(R


Ecuación continua:  



Da tres puntos de esta recta:


¿El punto (3, 1, 5) pertenece a esta recta?


¿Y el punto (2,-9,-3) pertenece?

2. Escribe las ecuaciones de los ejes de coordenadas

	
	Ec. vectorial
	Ec. paramétricas
	Ec. continua

	Eje OX
	(x,y,z)= t (1,0,0)
	


	



	Eje OY
	(x,y,z)= t (0,1,0)
	


	



	Eje OZ
	(x,y,z)= t (0,0,1)
	


	




3. Sea r una recta de ecuación 

, obtener sus ecuaciones paramétricas.
ECUACIÓN DE LA RECTA QUE PASA POR DOS PUNTOS

Dos puntos distintos P(

) y Q(

) del espacio afín determinan una única recta. Para hallar su ecuación podemos tomar como vector director el vector 

 y la ecuación de la recta en forma continua será.




Para que un tercer punto R(

)  esté alineado con P y Q debe cumplir:



, que es la condición para que tres puntos estén alineados.

Otra forma: los puntos P, Q y R están alineados si los vectores 

son linealmente dependientes (proporcionales)

Ejercicios:

1. Hallar la ecuación de la recta que pasa por los puntos A(-1,2,3) y B(4,5,7). El punto C(9,8,11), ¿está alineado con A y B?

2. Dado el triángulo de vértices A(2,2,4), B(3,6,7) y C(-3,2,1), hallar la ecuación de la mediana que parte del vértice A.

ECUACIONES DEL PLANO

	

	Un plano ( queda determinado por un punto P(

) y dos vectores 

 y 

 no nulos y no proporcionales (linealmente independientes) que se llaman vectores direccionales del plano.

Si X(x,y,z) es un punto cualquiera del plano se verificará 
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Ecuación vectorial: Si 

 es el vector de posición de P y 

 el de X (

(

+

(
	

=

+ t

+ s

, t, s (R


Ecuaciones paramétricas: Sustituyendo las coordenadas de P, X,

 y 

 en la ecuación vectorial se tiene (x,y,z) = (

) + t

+ 

, de donde obtenemos las ecuaciones paramétricas del plano:

	




Ecuación general o implícita: Si en la ecuaciones paramétricas eliminamos t y s obtendremos una única ecuación del tipo: Ax + By + Cz + D = 0.

También se puede obtener la ecuación implícita de la siguiente forma:

Si un punto cualquiera X(x,y,z) pertenece al plano determinado por el punto P(

) y los vectores 

 y 

, se cumplirá que los vectores 

, 

 y  

 serán linealmente dependientes ( det(

,

,
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, desarrollando este determinante obtendremos la ecuación general o implícita del plano determinado por el punto P(

) y los vectores 

 y 

.

Ejemplos:

1. Hallar las ecuaciones paramétricas e implícita del plano determinado por el punto P(2,3,5)y los vectores 

=(-1,-2,-3) y 

.


Ecuaciones paramétricas: 



Ecuación general o implícita: 

 ( 


2. Encontrar las ecuaciones implícitas y la ecuación general del plano que  contiene  a  la  recta  r:  (x, y, z) = ((1, 2, 0) + t(1,(1, 3) y al punto Q(2,1,5).

Solución : Como el punto Q no pertenece a la recta, el plano quedará determinado por un punto, por ejemplo Q(2,1,5) o un punto P((1,2, 0) de la recta, un vector director de la recta 
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(1, (1, 3) que será paralelo al plano y el vector 
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(3,(1,5). Las ecuaciones paramétricas del plano serán: 
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. La ecuación implícita será: 
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 o si simplificamos: (x + 2y + z ( 5 = 0

PLANO DETERMINADO POR TRES PUNTOS NO ALINEADOS

Si P(

), Q(

) y R(

) son tres puntos no alineados, existe un único plano ( que los contiene.

Los vectores 

 y  

 serán linealmente independientes ( porque P, Q y R no están alineados) y serán los vectores direccionales del plano. Por lo tanto el plano quedara determinado por un punto cualquiera de los tres, por ejemplo P y dos vectores 

 y  

,




Ejemplo.- Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos P(3,(1,5), Q(1,0,0) y R(0,3, (4)

El plano quedará determinado por un punto P(3,(1,5) y dos vectores 

 y  

.





 EMBED Equation.2  
( ((2,1,(5), 



 EMBED Equation.2  
( ((3,4,(9). La ecuación implícita será:



  y desarrollando queda: 11x ( 3y ( 5z ( 11 = 0

Ejercicios:

1. Dado el plano ( (


a)  Da los vectores directores del plano 

(  ,   ,   ) y  

(  ,   ,   )

b)  Da tres puntos de ese plano

c)  Ecuación implícita o general del plano

d)  ¿ El punto ((1, (1,4) pertenece al plano? ¿Y el punto (2,5,3)

2. Dado el plano (: 


a)  Hallar las ecuaciones paramétricas

b) Hallar  el valor de m para que el punto Q(2,m,7) pertenezca al plano (.

3. Averiguar si los puntos A(5,0,3), B(2,(1,0), C((1,2,3) y D(0,1,2) son coplanarios

4. Encontrar la ecuación del plano que contiene a la recta r: (x,y,z)=((1,2,0)+t(1,(1,3) y al punto Q(2,1,5) (Sol: 

)

5. Escribe las ecuaciones de los planos cartesianos.

ECUACIÓN SEGMENTARA DEL PLANO:

	Un plano ( no paralelo a ninguno de los tres ejes y que no pasa por el origen, corta a los ejes en tres puntos. Sean A(a,0,0), B(0,b,0) y C(0,0,c).

Como hemos visto el plano quedará determinado por un punto A y dos vectores 

 y 

. Si hallamos la ecuación implícita del plano y dividimos por abc obtendremos la siguiente ecuación:




que se llama ecuación segmentaria del plano
	


VECTOR PERPENDICULAR A UN PLANO

a) Si el plano viene dado por su ecuación implícita (: Ax + By + Cz + D = 0, el vector 

= (A,B,C) es perpendicular al plano y se llama vector normal o característico del plano. (no es único)

Demostración: Sean P0(x0,y0,z0) y P1(x1,y1,z1) dos puntos del plano Ax+By+Cz+D = 0. 

Se verifica:

 restando miembro a miembro            

A(x1(x0)+B(y1(y0)+C(z1(z0)=0. Como 

 es un vector cualquiera paralelo al plano, el vector 

 = (A,B,C) es perpendicular a 

, y por lo tanto es perpendicular al plano.

b)  Si el plano viene dado por sus ecuaciones paramétricas:



 los vectores 

 y 

 son dos vectores paralelos al plano, pero no paralelos entre si.

El vector 

 es un vector perpendicular a 

 y a 

, y por lo tanto será un vector perpendicular al plano.

Ejemplos:

1. Hallar un plano paralelo a (: 2x(y+3z(1=0 y que pase por el punto P(5,0,1)

Si buscamos otro plano 

de modo que 

((

, los vectores normales también serán paralelos y podemos usar el mismo.



luego 

: 2x ( y + 3z + D = 0. Para hallar D utilizaremos que P(

( 

2(5 ( 0 + 3 + D = 0 ( D = (13, y el plano buscado es 

. 2x ( y + 3z ( 13 = 0

2. Hallar la recta r que pasa por A(1,0,(3) y es perpendicular al plano (:x ( y + 3z ( 1 = 0.

El vector director de la recta será paralelo al vector normal del plano : 

(( 

 ( r:
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3. Hallar la ecuación del plano ( que contiene al punto 

y es perpendicular a la recta      r:
[image: image9.wmf]1

2

z

3

1

y

2

1

x

-

=

+

=

-


El vector normal del plano será paralelo al vector director de la recta, por lo tanto podemos tomar como vector normal 

 ( (: 2x + 3y + z + D = 0 y como el punto 

 pertenece al plano: (6 + 1 + D = 0 ( D = 5 ( (: 2x + 3y + z + 5 = 0

Ejercicios:
1. Dados los puntos A(0,3,-2) y B(1,5,-2), hallar la ecuación del plano perpendicular al segmento 

 y que pasa por A.

2. Estudiar si la recta r:

es paralela o perpendicular a algunas de las figuras:




3. Hallar la ecuación del plano que pasa por  los puntos A(2,1,0) y B(0,1,3) y es perpendicular al plano 

.

4. Hallar la ecuación de la recta que pasa por el punto P(-2,1,0) y corta perpendicularmente a la recta r: 

.

5. Dado el punto P(2, 1, 0) y la recta r: 
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, se pide:

a) Ecuación del plano ( que pasa por P y es perpendicular a r.

b) Proyección ortogonal de P sobre r.

c) Coordenadas del punto simétrico de P respecto a la recta r.

6. Halla la ecuación implícita del plano que es perpendicular al plano 

 y  contiene la recta r:


POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Dos planos pueden ser secantes, paralelos o coincidentes. 

Sean los planos 

 . Estudiar la posición de estos dos planos equivale a discutir el sistema formado por sus ecuaciones:

.

La matriz de los coeficientes M y la ampliada M* son:



     M*


Según los valores del rango de M y M*, se presentan los siguientes casos:

Caso 1.- rango M = rango M* = 1 ( el sistema es compatible indeterminado y se cumple que los coeficientes (A, B, C, D) son proporcionales a 

por lo tanto se trata del mismo ( los planos coinciden.

Caso 2.- Rango M = 1 ( rango M* = 2 ( el sistema es incompatible, no hay puntos comunes por o que los planos son paralelos y distintos.

Caso 3.- Rango M = rango M* = 2 ( el sistema es compatible indeterminado. Las infinitas soluciones dependen de un parámetro. Por lo tanto se cortan en una recta ( 

son secantes. 

Ejemplo: Estudiar la posición relativa de los planos 
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Solución: Vamos a calcular la ecuación general o implícita de (1:
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= 2x + 4y + 2z ( 2 = 0. Las ecuaciones de los dos planos en implícitas son: 
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 ( los planos son paralelos y distintos.

ECUACIONES IMPLÍCITAS DE LA RECTA (La recta como intersección de dos planos)

Dados dos planos de ecuaciones

 si rango

= 2 los planos se cortan en una recta y a esas ecuaciones se les llama ecuaciones implícitas o cartesianas de la recta.

Ejercicios.- 

1. ¿La intersección de los planos 
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ý

ü

=

-

+

=

-

+

-

0

z

2

y

4

x

0

1

z

3

y

2

x

3

 determina una recta?

2. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta r 
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HAZ DE PLANOS PARALELOS 

Si nos dan un plano de ecuación general 

, todos los planos paralelos a ese plano son de la forma 

, K(R

Definición.- Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos paralelos a uno dado. Su ecuación es 

, K(R.

Ejemplo.- 1.- Hallar un plano paralelo a (: 2x(y+3z(1=0 y que pase por el punto P(5,0,1).

El haz de planos paralelos a (: 2x( y + 3z ( 1 = 0 tiene de ecuación: 2x( y + 3z + K = 0. El valor del parámetro K lo obtendremos  sustituyendo las coordenadas de P en la ecuación del haz: 2(5(0 + 3 + K = 0 ( K = (13, y el plano buscado es 

:2x ( y + 3z (13 = 0.

POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS.

Consideremos los planos expresados por sus ecuaciones implícitas o generales:




Haciendo uso del teorema de Rouché-Fröbenius estudiaremos el rango de la matriz de los coeficientes M y de la matriz ampliada M*.

M

   


Según los rangos de M y M* pueden darse los siguientes casos:

Caso 1.  Rango M = rango M* = 1. El sistema es compatible indeterminado. Las tres ecuaciones se reducen a una sola. Los planos coinciden.

Caso 2.  Rango M = 1 ( rango M* = 2. El sistema es incompatible. Los tres planos no tienen puntos en común. Las planos pueden ser paralelos y distintos dos a dos o dos de los planos coincidentes y el otro paralelo y distinto.

Caso 3.  Rango M = 2 = rango M* . El sistema es compatible indeterminado. Existen dos ecuaciones independientes, y la otra es combinación lineal de ellas. Los tres planos se cortan en una recta. Las dos posibles soluciones son: Los tres planos son distintos y secantes en una recta, o dos de los planos son coincidentes y el otro los corta en una recta.

Caso 4.  Rango M = 2 ( rango M* = 3. El sistema es incompatible. Los tres planos no tienen ningún punto en común. Las opciones posibles son: los planos se cortan dos a dos o dos de los planos son paralelos y el otro corta a los anteriores.

Caso 5.  Rango M = rango M* = 3. El sistema es compatible determinado. Los planos se cortan en un punto.
Ejemplo: Estudiar la posición relativa de los planos según los valores del parámetro m: 
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Solución:
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a) Si m 
[image: image23.wmf]¹

1 y m ( (2, rango M = rango M* = 3 
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 los tres planos se cortan en un punto

b) Si m = 1, 
[image: image25.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

1

1

1

1

1

1

1

1

1

M

;  
[image: image26.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

=

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

M

*

, rango M = rango M* = 1 ( los tres planos coinciden.

c) Si m = (2; 
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 ( rango M* =3

Rango M = 2 ( rango M* = 3 ( los tres planos no tienen ningún punto en común.

Como 
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, los planos se cortan dos a dos en una recta.
Ejercicio.- 

a)  Hallar k para que los planos (1: 

, (2: 

 y (3:

 se corten en una recta (Sol. K = 7).

b)  Hallar la ecuación del plano que pasa por el origen de coordenadas y contiene a la recta del apartado anterior.

POSICIONES RELATIVAS DE RECTA Y  PLANO.

Las distintas posiciones que pueden adoptar una recta y un plano son:

· La recta está contenida en el plano: todos los puntos de la recta pertenecen al plano

· La recta es paralela al plano: no tienen ningún punto en común

· La recta y el plano son secantes: tienen un punto en común
Consideremos la recta y el plano dados por sus ecuaciones implícitas, obtendremos el sistema:




Haciendo uso del teorema de Rouché-Fröbenius estudiaremos el rango de la matriz de los coeficientes M y de la matriz ampliada M*.

M

   


El rango mínimo de M es 2 ya que los planos que determinan las rectas son secantes. Según los rangos de M y M* pueden darse los siguientes casos:

	Caso1.  Rango M = 2 = rango M*. El sistema es compatible indeterminado. Los tres planos tiene una recta común. La recta está contenida en el plano
	

	Caso2.  Rango M = 2 ( rango M* = 3. El sistema es incompatible. Los tres planos no tienen ningún punto común. La recta y el plano son paralelos.
	

	Caso3.  Rango M = 3 = rango M*. El sistema es compatible determinado. La recta y el plano son secantes, es decir, se cortan en un punto
	


Ejemplo: Estudiar la posición relativa de la recta y el plano siguientes.




Las ecuaciones Implicitas de la recta 
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 y el sistema queda

de la siguiente forma 

. Como rango M = rango

= 2   y  rango M* = 

rango 

= 3 ( el sistema es incompatible ( la recta y el plano son paralelos.

POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS.

Las distintas posiciones que pueden adoptar dos recta son:

· Coincidentes: tienen todos los puntos en común

· Paralelas: no tienen ningún punto en común y ambas son coplanarias.

· Secantes: tienen un punto en común

· Se cruzan: No tienen ningún punto en común y no son coplanarias.

Consideremos las recta dadas por sus ecuaciones implícitas, obtendremos el sistema:




Haciendo uso del teorema de Rouché-Fröbenius estudiaremos el rango de la matriz de los coeficientes M y de la matriz ampliada M*.



    


El rango mínimo de M es 2 ya que los dos primeros planos y los dos últimos son secantes. Según los rangos de M y M* pueden darse los siguientes casos:

	Caso1.  Rango M = rango M* = 2. El sistema es compatible indeterminado. Las dos rectas tienen infinitos puntos en común. Las rectas son coincidentes.
	

	Caso2.  Rango M = 2 y  rango M* = 3. El sistema es incompatible las dos rectas no tiene ningún punto en común. Las rectas son paralelas
	

	Caso3.  Rango M = rango M* = 3. El sistema es compatible determinado. Las rectas son secantes, es decir, se cortan en un punto
	

	Caso4.  Rango M =3 y  rango M* = 4. El sistema es incompatible las dos rectas no tiene ningún en común y se cruzan en el espacio
	


Ejercicio: Estudiar la posición relativa de las siguientes parejas de rectas:

a)  

             b) 


Solución:

a) Las rectas r y s se cortan en el punto de coordenadas (3/2,0,-3/2)

b) Las rectas r y s se cruzan en el espacio.

Ejercicios:

1. Estudiar la posición relativa de la recta 

  y el plano 

 según los valores de a y b.

2. Tenemos un punto A(1,0,4) un plano 

 y una recta 


a) Escribe la ecuación de una recta s paralela a r y que pase por A.

b) Hallar el punto de intersección de la recta s y el plano (.

3. Estudiar la posición de los planos: 

, 

 y 

.

4. Hallar b para que las rectas r y s sean secantes y calcular el punto de intersección:



, s: 

.
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