Determinantes D-1

DETERMINANTES

Determinante de una matriz cuadrada de orden dos

. . a a .
Definicion: Dada una matriz cuadrada de orden dos A:( 1 12], se llama determinante de A al
dy1 Ay
numero real:
ayp app
Det(A)=|A|= =y tay —apray
21 Ap

El determinante de una matriz cuadrada de orden dos es igual al producto de los elementos de la diagonal
principal menos el producto de los elementos de la diagonal secundaria.

Ejemplos:
31 -3 2 2 -6

1. =9-6=3 2. =-3-4=-7 3. =—2+6=4
6 3 2 1 1 -1

Determinante de una matriz cuadrada de orden tres

dy;p A agg
Dada una matriz cuadrada de ordentresA =| a,;, a,, a3 |, Se llama determinante de A al numero real:
dz; Az Az
dyp dp A
Det(A)= | @y a8y ap |=
dz; dz Az
dqq"@pp rdgg +aAgp tApz Ay tayz-Apy rdgy —dAjz-dpy rdz —dgp rdpy rdzz —ayg tAyztdy
Esta expresion es facil de recordar mediante la regla de Sarrus:

Términos con signo + Términos con signo —

Los productos precedidos por el signo méas estan formados por los elementos de la diagonal principal, y los
de las diagonales paralelas con su correspondiente vértice opuesto.

Anélogamente se forman los productos con signo menos pero tomando como referencia la diagonal
secundaria.

Ejemplos:
1 2 3
1. |4 5 6|=10+12+36-45-6-16=-9
312
501
2. |0 4 2|=60-60=0
0 6 3
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Determinantes D-2

Determinantes de orden n

Definicion: Una permutacion o en el conjunto {1, 2, 3, ..., n} es una ordenacion de los elementos: 1, 2, 3,
v N

Ejemplo: En el conjunto{1, 2, 3} las permutaciones posibles son: ¢;= 123, 6, =132, 063 =213, 64 = 231, 65 =
312, o5 =321.

El nimero total de permutaciones de los elementos {1, 2, 3, ...,n} es n!

Definicién: Se llama permutacion principal de {1, 2, 3, ..., n}, a la permutacion en la que los elementos se
encuentran en el orden natural, es decir, a la permutacion 123...n

Definicion: Diremos que dos elementos de una permutacion forman inversién si estan colocados en distinto
orden gue en la permutacion principal.

Ejemplo: En {1, 2, 3, 4}, sea la permutacion 3241.

Para saber el nUmero total de inversiones, contaremos las inversiones que forma cada elemento de la
permutacién con los elementos que le siguen.

N° de inversiones

El 3formainversidnconel 2y el 1 ..o, 2
El 2 formainversidn con el 1 ..o 1
El 4 formainversidn con el 1 ..o 1

Total: 4

Definicion: Se dice que una permutacién es par si tiene un nimero par de inversiones, en caso contrario se
dice que es impar.

De las n! Permutaciones que se pueden formar con n elementos la mitad son pares y la mitad impares.

En el desarrollo de un determinante, al hablar de permutaciones de filas o de columnas nos referimos a sus
subindices. Asi dado el término a3 a,; as» de un determinante de tercer orden se tiene:

Permutaciones de fila: 123
Permutaciones de columnas: 312
Definicion: Dada la matriz cuadrada de orden n

gy Ay Azttt Ay Se llama determinante de A al nimero real que se obtiene al sumar todos
los productos posibles de n elementos de la matriz de modo que en cada

dpp Ay A a2n . - .
A—la 3 3 3 producto figure un Unico elemento de cada fila y de cada columna
31 %32 T3 31 | precedido del signo + o — segtn que la permutacién de filas y columnas
sea de la misma paridad o no.
dny 8p2 anp3 ° @npn ) El determinante de una matriz se designa por det (A) | A |

i a1 ap . .
Ejemplo: Sea A :( , al calcular su determinante los Unicos
dy Ay
productos posibles son a;; a, Y ai» ax. En el elemento ay; ay, la permutacion de fila 12 y la de columna 12

tienen la misma paridad (ambas son pares) por lo tanto al calcular el determinante ir& precedido del signo +.

En a;; ax; la permutacion de fila 12 es par y la de columna 21 es impar, por lo tanto al calcular el
determinante ira precedido del signo —.

dyp  app

Det(A)=|A|= =y -dpp —ap-dy

21 Ay

Propiedades de los determinantes

1. El determinante de una matriz cuadrada es igual al de su traspuesta: | A | = | A"

1 -2 1 -2 o 1 -3 1 -3
A= =|A|= =4-6=-2; A'= =|A|= =4-6=-2
-3 4 -3 4 -2 4 -2 4
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2. Si cada elemento de una determinada fila (o columna) es suma de varios sumandos, el determinante es
igual a la suma de los determinantes que se van formando al sustituir dicha fila (columna) por los
primeros, segundos, ..., sumandos.

a b c+d a b c a b d
a’” b c'+d'|=(a" b c|+|a b d
a” b" c"+d" |a" b" c¢"| [a" b" d"
3. Si multiplicamos o dividimos todos los elementos de una fila (columna) por un nimero distinto de O el

determinante queda multiplicado o dividido por ese nimero.
53 1 O 31 0

Ejemplo: | 5-1 2 1]=5/1 2 1
54 1 -1 4 1 -1
4. Si se permutan entre si dos filas (columnas) de un determinante, este cambia de signo.
1 -1 2 0 5 3
Ejemplo: |0 5 3|=—1 -1 2
1 4 8 1 4 8
5. Sitodos los elementos de una fila 0 columna son ceros, el determinante vale cero.

a b 0
Ejemplo: [a" b’ 0|=ab'0+0a’h”+b0a”"-0b'a”" —aOb"—aba’'0=0
a” b" 0
6. Siun determinante tiene dos filas (columnas) iguales, vale cero.
a b c
Ejemplo: | x y z|=ayc+ bza+cxb—ayc—bza—cxb=0
a b c
7. Siun determinante tiene dos filas (columnas) proporcionales, vale cero.
1 2 3
Ejemplo: |5 10 1|=10-10=0 (lasegunda columna es igual a la primera multiplicada por 2)
0 0 1
8. Siunafila (columna) es combinacion lineal de las demas el determinante es cero.
10 2
Ejemplo: |[-1 1 -1|=7-2+0-6+1+0=0 (la3?*columna=2 .12+ 2%
31 7

9. Sia los elementos de una fila (columna) se les suma otra fila (columna) paralela multiplicada por un
numero el determinante no varia.

1 -2 4 |1 -2 4

Ejemplo: |3 -3 2(=|0 3 -10|=51 (22 fila—12fila-3, 3*fila—12- 2)

2 2 5 |0 6 -3

10. Si a los elementos de una fila (columna) se les suma una combinacion lineal de las restantes, el
determinante no varia.

311 |3-31+1 1 1/ |1 11
Ejemplo: |2 1 1|=|2-3-1+1 1 1|=|0 1 1
5 2 1 |5-3.2+1 2 1] |0 2 1

311 111
Comprobacion: |2 1 1|=3+4+5-5-2-6=-1;|0 1 1(=1-2=-1
5 21 0 21
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Si A'y B son dos matrices cuadradas de ordenn, | A-B|=|A||B|

. 2 3 1 2 2 3|1 2
Ejemplo: A= A= JA|B]|= . =2(-5)=-10,
-1 0 1|2 -

01 2
2 3)(1 2 8 1
| A-B | = . = =-10
0 1)\2 - 2 -1
x 51
Ejercicio: Sesabe que |y 0 1/=1. Explicando que propiedades de los determinantes se utilizan y sin
z 31
y 2y y+2

desarrollar, calcular el valor de |[x 2x+5 Xx+2|.
Z 22+3 z+2

Solucion:
y 2y y+2 O X 2X  X+2 @ X 2X X+2[ |x O x+2(3) Xx 0 x+2
X 2X+5 X+2| =—|y 2y+5 y+2 =—|y 2y y+2/-ly 5 y+2/=-ly 5 y+2
z 2z+3 z+2 z 2z+3 z+42 zZ 2z z+2| |z 3 z+2 z 3 z+2
@ Xx 0 x| [x O 2(5) x 0
=—ly 5 y|-ly 5 2/=-2ly 5 1=-2
z 3 z| |z 3 2 z 3

(1) Al Permutar 12y 22 fila el determinante cambia de signo.

(2) Los elementos de la 22 columna los descomponemos en dos sumandos.

(3) El primer determinante tiene dos columnas proporcionales, por lo tanto es igual a cero.
(4) Los elementos de la 3% columna los descomponemos en dos sumandos.

(5) El primer determinante tiene dos columnas iguales y por lo tanto es igual a cero, el segundo
determinante tiene la 32 columna multiplicada por 2 luego el determinante queda multiplicado por 2.

Menor complementario y adjunto

Definicion: Sea A una matriz cuadrada de orden n, Se llama menor complementario del elemento a;; de A

al determinante de la matriz obtenida de A al suprimir la fila “i” y la columna “j”. Se representa por o;;
Ejemplo: En el determinante de cuarto orden
2 1 1 0] elmenorcomplementario dea » (a1 = 3) es:

3 12 9 1 1 0
6 -1 4 2 ay=|-1 4 2|=-12
1 3 4 -2 3 4 -2

Definicion: Sea A una matriz cuadrada de orden n, Se llama adjunto del elemento a;; de A, y se representa
por Aj;, al menor complementario de a;; precedido del signo + o — segln que i + j sea par o impar. Es decir

A= (—1)i+j Qi

Proposicién: El determinante de una matriz cuadrada de orden n es igual a la suma de los productos de los

elementos de una fila (columna) cualquiera por sus adjuntos respectivos.
Es decir, tomando la fila “i” se tiene: | A | = a,; A; +a,,A, +---+ 8, A,

Ejemplos:
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10 3
1. Eldeterminante |A|=|2 1 4 |lopodemos calcular por los adjuntos de la segunda columna:
10 -1
2 4 1 3 1 3
|[A]=0 +1 -0 =—0-4-0=-4
1 -1 1 -1 2 4
1 01 2
- 12 - . . . .
2. Calcula |A|= 1 3 92 . Desarrollando por los adjuntos de la primera fila se tiene:
2 -1 0
1 2 -1 -1 1 -1 -1 1 2
|[A|l=1] 3 2 2(+1] 1 3 2|-2| 1 3 2|=-10+5+24=19
-1 0 1 2 -1 1 2 -1 0

Método practico para calcular determinantes de orden n

Para calcular determinantes de orden n, la regla de calculo mas sencilla es la de desarrollar por filas (o
columnas) haciendo antes el mayor nimero de ceros utilizando las propiedades de los determinantes.

Ejemplo:

13 -2 5 1 3 -2 5

-10 15 -23
4 2 7 -3 0 -10 15 -23
= =1 1 -1 -6|=-689
2 7 -5 4 0 1 -1 -6
11 -8 22

-3 2 -2 7 0 11 -8 22

Se podria seguir el proceso y obtener un determinante en forma triangular, es decir que todos lo elementos
que estan por debajo de la diagonal principal son ceros. Un determinante en forma triangular, es igual al
producto de los elementos de la diagonal principal.

a;; A A Ay,
0 Ay Ay ot Ay,
0 0 dgz3 o Qg TApdynag e adg,
0 0 0 - a,

Menor de orden n de una matriz —Rango de una matriz

Definicion.— Sea A una matriz de orden m x n. Los elementos pertenecientes a la interseccion de r filas y r
columnas, siendo 1 <r < min.(m, n), forman una submatriz cuadrada de orden r cuyo determinante recibe

el nombre de menor de orden r de la matriz A.

1 2 3 -1
Ejemplo—SeaA=(2 4 3 2
1 6 8 3
Los menores de orden tres de la matriz A son:
1 2 3 1 2 -1 1 3 -1 2 3 -1
2 4 3|=12; |2 4 2|=-16;|2 3 2|(=-32; |4 3 2|=-28
1 6 8 1 6 3 18 3 6 8

Entre los menores de orden 2 figuran:
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2 4 6 3 1 3 1 3
Obviamente los menores de orden 1 son todos y cada uno de los elementos de A.

Sea A una matriz de orden mxn. Si A tiene un menor de orden p, no nulo, entonces las p filas (columnas)
que determinan tal menor son linealmente independientes.

1 2 2—1‘ 2 2 1 -1

Recordemos que el rango de una matriz es el nimero de vectores fila linealmente independientes que
coincide con el nimero de columnas linealmente independientes.

El rango de una matriz A de dimensidn mxn es el orden del mayor menor no nulo.

Célculo practico del rango de una matriz:

-1 2 13
SeaA=| 4 -5 -1 1|, como la matriz no es la matriz cero, su rango es mayor o igual que 1 Para
2 -1 10

determinar si tiene rango > 2, se busca un menor (determinante) de orden 2 no nulo. Por ejemplo:
-1 2

4 -5
Para determinar si tiene rango 3, partiendo del menor de orden 2 distinto de cero, se estudiaran todos los

posibles menores de orden 3 que lo contengan. Si todos ellos son nulos, el rango de A es 2. Si por el
contrario, alguno de ellos es distinto de cero, el rango es 3.

=5-8=-3%0

-1 2 -1 2 3
Enestecaso:| 4 -5 -1=0pero |4 -5 1=21#0=rango A=3.
2 -1 2 -1 0
Ejercicios:
1 2 a
1.— Estudia el rango de lamatriz M=|1 1 a | segun los valores del pardmetro a.
a 01
1 2 a
Solucién: det(M)=det/1 1 a|=a’-1=0=a=+1
a 01
Siaz1lya=—1det(A) =0y por lo tanto rango A =3
1 21
Sia=1A=|1 1 1|, det (A) =0, existe algin menor de orden 2 distinto de cero, por ejemplo
101
1 2
|1 1|=—1;«r&0, por lo tanto rango A = 2.
1 2 -1
Sia=-1A=|1 1 -1],det(A) =0, existe algin menor de orden 2 distinto de cero, por ejemplo
-1 0 1
1 2
‘1 1‘:—1;«&0,porlotantorangoAzz.
a 1 12
2—Hallaelrangode lamatrizA= |2 a a? 1| segtn los valores del parametro a:
2 1 1 2

Solucioén:
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Como la matriz A no es la matriz cero, su rango es mayor o igual que 1. Para determinar si tiene rango >

2 1
2, se busca un menor (determinante) de orden 2 no nulo. Por ejemplo: s o|” 2#0

Para determinar si tiene rango 3, partiendo del menor de orden 2 distinto de cero, se estudiaran todos los
posibles menores de orden 3 que lo contengan.
a 1l 2

2 a l|=(@a-2)(Ra-1)=0=a=2ya=%

2 1 2

a 1 2

2 a2 1|l=@-2)(Ra-1)=a=2ya= £41/2.
2 1 2

Ambos menores de orden 3 se anulan a la vez para a = 2, por lo tanto: Sia=2rango A =2y si a#2 rango A
= 3 pues al menos uno de los menores de orden 3 es distinto de cero.

Matriz inversa

Dada una matriz cuadrada A, llamamos matriz inversa de A a la matriz que representamos por A™ y que
cumple: A*TA=AAT=1.

Definicion.- Matriz adjunta de una matriz cuadrada A. Se llama matriz adjunta de una matriz cuadrada A
y se representa por Adj.(A), a la matriz que se obtiene al sustituir cada elemento a;; por su adjunto Aj;.

2 -2 2
Ejemplo: Hallar la matriz adjuntade lamatrizA={2 1 0].
3 -2 2
10 2 0 2
Ay = 9 o' 12 :_3 2 Az = 3 _2 =1\ Aup=0,Ap=-2Ap=-2,Ay=-2,Ap=4
2 -4 -7
A, =6.entonces: Adj(A)=| 0 -2 -2|.
-2 4 6
Proposicién.- Sea una matriz cuadrada de orden n, su matriz inversa, si existe, es:
_ 1 . t
At =—(Adj.(A
A |( j-(A))
Proposicion.- Sea A un matriz cuadrada de orden n. A es inversible < | A | #0.
=) SiAtieneinversa A"A=AAT =1, |1|=1,]AAY = |A||AY=1=|A|=0.
<) | A|#0 se puede calcular 1/|JA| y por el teorema anterior A" = ﬁ(Adj. (A))t es la matriz inversa de A.
Ejercicios:
2 -2 2
1. Calcular la matriz inversade A=|2 1 0f.
3 -2 2
2 -2 2
1.-Secalcula] A|=1|2 1 0|=-2
3 -2 2
2 -4 -7
2.- Se calcula la matriz adjunta de A (ver ejercicio anterior): Adj.(A)=| 0 -2 -2
-2 4 6
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2 0 -2
3.- Se calcula la traspuesta de la adjunta: (Adj.(A))'=| -4 -2 4
-7 -2 6

4.- La matriz inversa de A es:
1 1 2 0 -2 -1 0 1
Al=—"(Adj(A) === |4 2 4|=
|A|( j.(A)) 5
-7 -2 6

NN
|_\
|
w

2. Halla una matriz X que verifigue AX + B = C, siendo:
100

1 00
A=l1 2 0| B=|0 1 0| C=|2
1 2 4 0 01

w
(@)

[EY
w N O

Solucién:
AX+B=C,AX=C-B,A'(AX)=A(C-B),(A*AX=A(C-B), I X=AYC-B),
X =A'(C-B)
Vamos a calcular la matriz inversa de A, A™:
8 -4 0 8 00
|A|=8Adj.(A)=|0 4 -2|,[Adj.(A)]'=|-4 4 0
0o o0 2 0 -2 2

AN

1

|
O NP
|

ARPNIR O
Al O O

00 2 00
4 2|= 0 2 1
12 -1/2 -3/4 0

= b~ O
N N O
X
1
|
ON\HH

I
BlRPNFP O
~Pr O O

p O 0
3. Halla los valores del pardmetro p para los cuales lamatrizA=|1 p+1 1 |notieneinversa. ;Tiene
1 0 p-1
inversa para p = 2?. En caso afirmativo calcularla.

Solucioén:
p O 0

|Al=|1 p+1 1 =p3—p:0:>{
1 0 p-1

=0
P 1 Por lo tanto A no tiene inversa parap =0, 1, —1.

o w O

2 0
Para los demés valores hay inversa = tiene inversaparap=2. A= |1 1], | A| =0,
1 1

3 0 -3 3 0 0
Adj(A)=|0 2 O0,[Adi.(A)]'=] 0 2 -2|=A'=
0 -2 6 -3 0 6 _

N, O N -
= Wik

O wlr O
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0 a 0 1 00

4. Dadas las matrices A=|{0 0 a|elz=|0 1 0], sepide:

00O 0 01

a) Hallar A" para todo entero positivo n. [1 punto]
b) Calcular, si existe, la inversa de la matriz A y de la matriz I; + A. [1,5 puntos] (junio 2001)

Solucién:
0 a 0)(0 a 0) (0 0 a2
a) A°=|0 0 al|0 0 al=[0 0 O
0 00/lO OO |00 O
0 a 0Y(0 0 a%) (0 0 O
A*=|0 0 al|0 O 0|=|0 0 O
0 00)lO O O 0 00

b)

En consecuencia, paran >3, A"es la matriz nula.
Como | A | =0, la matriz A no tiene inversa

1 a 0 1 a 0
Lamatrizl3+A=|0 1 a ,y|I3+A|= 0 1 al|=1=0 = tiene inversa.
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 —-a a’
Lamatriz ajunta Adj (I +A)=|-a 1 O0|=[Adj(z+A)=(0 1 0
a2 -a 1 0 0 1
1 —a a’
H t
3(|3+A)‘1:w: 0 1 0
[1a+A 0 0 1
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