Matrices M-1

MATRICES
1.- Matrices
Sea K un cuerpo.

Definicién.- Una tabla de mxn elementos de K dispuestos en m filas y n columnas de la forma

ay; 8y oM
ay Ay ay
aml am2 amn

recibe el nombre de matriz de dimensién mxn.

En una matriz el elemento a;; ocupa el lugar determinado por la fila i y la columna j. Asi, el termino ass es el
que esta en la 32 fila y 5% columna.

i . . . . =Len
Abreviadamente, una matriz como la anterior se designa también por: (aij)i_1 0 bien An = (a).

El conjunto de todas las matrices de orden mxn se representa por M myn.

Si en una matriz el nimero de filas es igual al nimero de columnas n, se dice que es una matriz cuadrada
de ordenn

El conjunto de todas las matrices cuadradas de orden n se representa por M ., 0 bien simplemente por M ..

1 2 0 3
Ejemplo: LamatrizA=|-1 -3 5 1| esunamatriz de dimension 3x4.
0 8 -7 4

Definicién: Dos matrices son iguales cuando tiene la misma dimension y los elementos que ocupan el mismo
lugar en ambas son iguales.

2.- Tipos de matrices

Matriz fila: Una matriz de dimension 1xn se dice que es una matriz fila. En una matriz fila sus elementos
estan dispuestos en una Unica fila.

Ejemplo:D=(5-103)

Matriz columna: Una matriz de dimension mx1 se dice que es una matriz columna. En una matriz columna
sus elementos estan dispuestos en una Unica columna.

-2

Ejemplo: E = )

jemp 1
0

Matriz cuadrada: Es la que tiene el mismo nimero de filas que de columnas. En caso contrario se llama
rectangular.

10 -2 000
Ejemplo: Las matrices A=| 4 5 0| y B=|0 0 O0]sondos matrices cuadradas de orden tres.
J5 3 -1 000

En una matriz cuadrada de orden n se llama diagonal principal al conjunto formado por todos los elementos
que tienen subindices iguales a;1, az,, ass, ..., an. LOS elementos de una matriz cuadrada de orden n a; con i +
j =n+ 1 forman la diagonal secundaria.
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Matrices M-2

Matriz triangular. Una matriz cuadrada A se llama triangular cuando todos los términos situados por
encima o por debajo de la diagonal principal son nulos.

Si los términos situados por debajo de la diagonal principal son cero se llama matriz triangular superior y si
lo son los que estan por encima se llama matriz triangular inferior.

302 3
Ejemplo: La matriz 00 0 _7 es una matriz triangular superior.
0 00 -1

Matriz diagonal. Una matriz cuadrada donde los elementos que no estan situados en la diagonal principal
son todos cero se llama matriz diagonal.

Matriz escalar. Es toda matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal principal son iguales.

Matriz unidad (identidad) es la matriz escalar cuyos elementos de la diagonal principal valen uno. La
matriz unidad de orden n se designa por I,

2 0 0y2 0 0yY1 0 O
Ejemplos: |0 3 00 2 0|0 1 O
0 010 0 2/0 0 1

%/_J

Matrizunidad

Matricesescalares

Matricesdiagonales
Matriz nula (cero) es la matriz con todos los elementos nulos.

3.- Suma de matrices y producto de un escalar por una matriz. Propiedades.

Suma de matrices.
Para que dos matrices se puedan sumar es necesario que tengan la misma dimension.

Definicion.- Sean A = (a;;) y B = (bj;) dos matrices de dimension mxn, la suma de A'y B es otra matriz de la
misma dimension mxn dada por: A + B = (a;;) + (by;) = (ajj + bjj).

Es decir la matriz suma A + B se obtiene sumando los elementos que ocupan el mismo lugar en ambas
matrices.

Definicion:- Sea K un cuerpo y A = (a;) una matriz de elementos de K de dimension mxn. El producto de un
escalar LeK por una matriz A = (a;;) de dimension mxn es otra matriz de la misma dimension mxn dada por:
AA = A(aj) = (Aayj). Es decir la matriz AA se obtiene multiplicando por A cada elemento de la matriz A.

Ejemplos:
1 (—2 16 4) [—3 16 8) (—5 2 12 12)
- + =

4 -1 5 2 -2 -4 50 2 510 2

5 3(—5 31 6)_(—15 9 3 18)
"lo 110 L 0330
Propiedades de la suma de matrices

La suma de matrices de orden mxn es una operacién interna en el conjunto M . , €s decir las matrices de
orden mxn se pueden sumar y el resultado es otra matriz mxn.

Propiedades:
1. Asociativa: A+ (B+C)=(A+B)+C, VA, B, Ce M
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2.- Existe elemento neutro: La matriz nula, 0 = de dimension m x n, que tiene todos los
0 0 ... 0

elementos iguales a cero, es el elemento neutro de la suma de matrices ya que :

A+0=0+A=A, YVAe Mmnn

3.- Toda matriz Ae My, tiene opuesta —A = (— aj)€ Mmxn - A+(=A)=(-A)+ A =0

4.- Conmutativa: A+B=B+A

(M mxn , +) €S UN grupo conmutativo o abeliano

Propiedades del producto de un escalar por una matriz

a) (A +B)=0A +aB

b) (o + B)A = oA + BA

¢) (aP)A = o (BA)

d)1A=A

De lo visto anteriormente se deduce que (M mxn , +, .K) €5 un espacio vectorial sobre K.

4.- Producto de matrices - Matriz inversa

Definicion: El producto de una matriz fila A = (a1 a, ... an) de dimension 1xn por una matriz columna
b,
b,

B=| . | dedimension nxl, se define de la siguiente forma: AB = a;b; + ab, + ...+ a,b,
b

El resultado es una matriz cuadrada de orden 1.
Para poder multiplicar una matriz fila por una matriz columna ambas deben tener el mismo ndmero de
elementos.
1
Ejemplo: (241)| 5| =21+4.5+1.(-7) =15
—7

Dadas dos matrices A y B diremos que son multiplicables en este orden y se escribe A-B 6 AB si el nimero
de columnas de A es igual al nimero de filas de B.

Definicion .- El producto de una matriz A =(a;;) de dimension mxn por una matriz B = (b;) de dimension
nxp, es otra matiz AB = (c;;) de dimension mxp, tal que cada elemento c;; se obtiene multiplicando la fila i de
la primera matriz por la columna j de la segunda matriz.

SiAi, A, ..., Anson las filas de la matriz Ay B!, B?,...., B las columnas de la matriz B:
A,B' AB* .. ABP
AB - A,B' A,B> .. A,Bf
A B" A B? .. A_BP

m m m
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Ejemplo:
o2 2)
31 2

Propiedades del producto de matrices:

15 13 4

10
o ol- [2x2 +Ix1+ (-1)x4  2x1+1X0+ (-1)X5 2x0+1x0+ (—1)2j ~ ( 1 -3 —2)
5 o U 3x2+1x1+2x4 3x1+1x0 + 2x5 3x0+ 1x0 + 2x2

Asociativa: Si A, B, C son tres matrices tales que A(BC) estéa definida, entonces (AB)C también lo esta y se
tiene: A(BC) = (AB)C

Ejemplo:

-1 2 0
Sean A = [ j B=|2|C=(5 6).Entonces:

2 1 -1
5 -6
25 30 5 25 30
BC = |10 12 yA(BC)=( );ABz()y(AB)C:( j
e a0 -25 -30 -5 -25 -30

Distributiva respecto de la suma: Si A, B, C son tres matrices tales que la operacion A(B + C) esta
definida, se verifica que A(B + C) = AB + AC.

El producto de matrices en general no es conmutativo: No cabe hablar, en general, de conmutatividad del
producto, pues si A es de dimension mxn y B de nxp, el producto BA es imposible a no ser que p = m. Pero
en este caso se obtendrian los resultados: AB de dimension m x m y BA de dimension n X n que no son
comparables salvo que m = n, esto es, que las matrices sean cuadradas y del mismo orden. Pero incluso en
este caso el producto de matrices no es conmutativo como lo prueba el ejemplo siguiente:

1[I VA R PR (W R

En el conjunto M , de matrices cuadradas de orden n, la matriz 1, = 0 | es el elemento

neutro (unidad) para el producto, ya que si AcM , se tiene: Al =1A=A.

Definicion.- Sea A una matriz cuadrada de orden n; si existe otra matriz cuadrada de orden n, B tal que
AB = BA =1, se dice que la matriz A es inversible 6 regular, y la matriz B se llama inversa de A y se
representa por A .

Proposicién.- Si una matriz cuadrada tiene inversa, esta es Unica.
Demostracion: Si B y C fueran inversas de A se tendria AB=BA =1, AC=CA=1= AB=AC
Multiplicando por C: C(AB) = C(AC) = (CAB=(CA)C = IB=IC=B=C.

Proposicién.- El producto de dos matrices inversibles es inversible y su inversa es: (AB) ' =B A™

0 01 0 01
Ejerciciol:Sean M=l0 1 Oy N=(x 1 0].
100 y 00

a) Calculax ey paraque MN = NM.
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b) Calcula M***" y M*%%

Solucion:
0 0 1)(0 0 1 y 00 0 0 1)(0 0 1 1 00
a) MN={0 1 0O||x 1 O|=lx 1 0| ;NM=|x 1 0|0 1 0|=|0 1 x
1 0 0/)ly 0O 0 01 y 0 0){1 0 O 0 0 vy
y 00 1 00
x 1 0] =0 1 x| =y=1,x=0
0 01 0 0y

00 0
1 0l=I,M¥=|0
0 1 1

o +— O

1
0|=M,M*=I,M°=M, ..
0

Se ve que si el exponente es par es igual a la matriz unidad y si es impar es igual a M, por lo tanto M
1997 =M y M1998 =1

5.- Matriz traspuesta. Matriz simétricay matriz antisimétrica.

Matriz traspuesta. Dada una matriz A, se llama matriz traspuesta de A, y se representa por A", a la matriz
gue se obtiene cambiando las filas por columnas.

La primera fila de A es la primera columna de A', la segunda fila de A es la segunda columna de A', etc.
Si A es una dimension de dimension mxn la matriz A' es de dimension nxm.

Propiedades:

1-(AY' =A

2-(A+B)'=A"+B'

3.- (KA)' =k A

4.- (AB)'=B'A'

Matriz simétrica. Una matriz cuadrada de orden n se llama simétrica si coincide con su traspuesta.

4 16
Ejemplos: Lamatriz | 1 -1 5| es simétrica.
6 50

En una matriz simétrica los elementos que son simétricos respecto de la diagonal principal son iguales.

Matriz antisimétrica (hemisimétrica). Una matriz cuadrada de orden n se llama antisimétrica o
hemisimétrica si coincide con la opuesta de la traspuesta.: A = — A",

En una matriz antisimétrica los elementos que son simétricos respecto de la diagonal principal son opuestos y
los elementos de la diagonal principal son nulos.

0 3 -5
Ejemplo: Lamatriz | -3 0 4| esuna matriz antisimétrica.
5 4 0

6.- Rango de una matriz.

Rango de un conjunto de vectores

Se llama rango de un conjunto de vectores {Ul,UZ,...,Un} al méximo nimero de vectores linealmente
independientes.
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Rango de una matriz

Dada una matriz A de dimension mxn, se puede interpretar como m vectores (que son las filas) o como n
vectores columna (que son las columnas)

Por tanto si consideramos las filas y las columnas de una matriz como vectores, podemos hablar de
dependencia e independencia lineal de las mismas y de rango por filas y rango por columnas.

Se puede demostrar que el rango por filas de una matriz es igual al rango por columnas. (EI nimero de filas
linealmente independientes es igual al nimero de columnas linealmente independientes)

Definicion.- El rango o caracteristica de una matriz A es igual al maximo numero de filas o columnas
linealmente independientes.

Calculo del rango por el método de Gauss

Las transformaciones elementales de filas o columnas que dejan invariante el rango de una matriz son:
1.- Si se permutan entre si dos filas (0 columnas) paralelas se obtiene una matriz del mismo rango.

2.- Si se multiplican o se dividen todos los elementos de una fila (o columna) por un mismo ndmero no nulo,
el rango no varia.
3.- Si auna fila (o columna) se le suma o se le resta otra paralela, el rango no varia.
4.- El rango de una matriz no varia si se suprimen :
- Las filas (o columnas) nulas
- Las filas (o columnas) proporcionales a otras.
- Las filas (o columnas) que sean combinacion lineal de otras.
Las transformaciones anteriores nos permiten calcular el rango de una matriz por el método de Gauss.

Este método consiste en escalonar una matriz (a; = 0 si i <j )y una vez escalonada, el rango sera igual al
namero de filas no nulas, que coincide con el nimero de filas linealmente independientes.

1 4 2 -1
Ejemplo 1: Calcular el rango de la matriz: A = 3 12 6 -3
2 -1 0 1
0 1 3 -1
1 4 2 -1 1 -4 2 -1 1 -4 1 -1 1 4 2 -1
3 -12 6 -3 0 0 0 O 01 3 -1 01 3 -1
Rango =rango = rango = rango =3
2 -1 0 1 0 7 -4 3 0 7 -4 3 0 0 -25 10
0 1 3 -1 0 1 3 -1 0 0 0 O 0 0 0 O
Solucién: rango A =3
-1 2 13
Ejemplo 2: Calcular el rango de lamatrizA=| 4 -5 -1 1].
2 -1 1
-1 2 13 -1 1 3 -1 2 1 3
RangoA=rango| 4 -5 -1 1lj=rango| 0 3 3 13|=rango| 0 3 3 13|=3
2 -1 10 0 3 6 0 00 -7
1 2 a
Ejemplo 3: Estudia el rango de lamatriz M =|1 1 a | segln los valores del parametro a. ;Existe algun
a 01

valor de a para el que sea rango (M) = 1?.
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Solucion:
1 2 a 1 2 a 1 2 a
RangoM=rango |1 1 a|=rango |0 -1 0 |=rango|0 -1 O
a 0 1 0 —2a 1-a? 0 0 1-a?
1-a’=0 =>a’=1=a=+1
1 2 1
Sia=1,RangoM=rango|0 -1 0|=2
0 0 O
1 2 -1
Sia=-1,RangoM=rango|0 -1 0 |=2
0 0 O

Sia=+l1, rango M = 3.

No existe ningn valor de a para el cual el rango M =1, pues paraa=1y a=-1 el rango es dos y para a
#+1 el rango es tres.

Ejercicios:
1 -1 2

1. Halla el rango de la siguiente matriz A=|1 a—-2 a+1 | segun los valores del parametro a. ;Tiene
1 -1 a’+1

inversa cuando a = 0?. En caso afirmativo hallala.

Solucion: Vamos a calcular el rango utilizando el método de Gauss

1 -1 2
Rango A=rango |0 a-1 a-1 a-1=0=a=1
0 0 a’-1 a?=1=a=+1
1 -1 2 1 -1 2
Sia=1RangoA=rango |0 0 O0|=1.Sia=-1RangoA=rango |0 -2 -2|=2
0 0 O 0 O 0

Si a#+lrangoA=3
Para a = 0 tiene inversa pues rango A = 3 = las tres filas (columnas) son linealmente independientes.

1 -1 21 00)(1 -1 2/ 100)(1 -1 0|]-20 2)(1 0 o0]-1 -1 3
1 -2 1/0 1 ol,J0 -1 -1/-1 1 of,j0 -1 O] 0 1 -1|,Jj0 -1 0| O 1 -1
1 -1 10 0 2/l0 0 -1/-10 1/{0 0 -1|-10 1Jl0 O -1|-1 0 1
100]-1-1 3 -1 -1 3
0100 -1 1= At=0 -1 1
001 1 0 -1 1 0 -1

2

2. Considera la ecuacion matricial: X-A = 2B, donde Az( 9
2 m°+m

2 1 .
Bz( J.Seplde:
4 0

j con m un pardmetro real y
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a) ¢Para que valor del pardmetro m existe una Gnica matriz X que verifica la ecuacion anterior?

b) Si es posible resuelve la ecuacion matricial param = 0.

Solucion:

a) Siel rango de A es dos la matriz A tiene inversa es decir existe una Ginica matriz A™ que cumple:
(X-A):- At = 2BAT = X(A-A1) =2BAT= XI1=2BA = X =2BA™, y por lo tanto la
solucidn sera Unica. Veamos para que valores de m el rango de A es dos.

(2 2 J EZ 2 J 9 m=1
rango A = rango 2 =rango 2 ,m+m-2=0 {
2 m°+m 0 m“+m-2 m=-2

Si m=lym=-2, rango A = 2 = la solucion es Unica

) 2 2 L
Sim=1rango A = rango [0 0] = 1= no tiene inversa.

. 2 2 L
Sim=-2rango A = rango (0 OJ = 1= no tiene inversa.

b) Param =0 la matriz A tiene inversa y por lo tanto la ecuacion matricial tiene solucion Unica:

1

2 21 0) (2 2/ 10) (2 of o1 [100 3 4 % 3
1 1 ) :>A=

2 00 1 0 -2/-1 1)'(0 -2|-11 0 1|1 -1 1 -1

2 2 2

X=ZBA‘l:X=2[2 1](0 1/2j=(2 1)[0 1]:[1 1]
4 0)\1/2 -=1/2 4 0/\1 -1 0 4
2 2 2a+2b 2 4 2
Otra forma: Sea X = a b = a b =2 2 1 = a+2b 2a = =
c d c d/\2 O 4 0 2c+2d 2c 8 0

2a+2b=4,2a=2,20+2d=8,20=0=>a=11b=1'czoyd=4:>x:(; 1j

4
x 1 1 z 1
3. Sean las matrices A=| 2x -1|,B= (yj C=|2z|,D=| 0 | dondex,y, zson desconocidos.
-x 1 -z 1/3

a) Calcular las matrices (AxB) + Cy 3D.
b) Sabiendo que (AxB) + C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrarlos valores de x, v, z.

¢) Encontrar, si es posible, una solucién.

Solucion:
x 1 L z X+y z X+y+2z 1 3
a)(AxB)+C=| 2x -1 ( J+ 2z |=| 2Xx-Yy |+| 2z |=|2x-y+2z|; 3D=3 0 |=|0
-x 1 y -z -X+y -z -X+y-2z 1/3 1
X+y+z=3
b) Queda: {2x-y+2z=0
-X+y-z=1
1 1 13 (1 11 3 1 11 3
c)PorGauss:| 2 -1 2 0},/|0 -3 0 -6/|;|0 -3 0 -6
-1 1 -11){0 20 4,10 0O0 O
x=1-t

Soluciones: -3y = 6 =>y=2,x=3-y-z=>x=1-y= { y=2 Para cada valor real de t se
z=t

obtiene una solucidn. Por ejemplo, sit=0salex=1,y=2yz=0.
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3 1
. -2 0 1 1 2 -9 3
4, Dadas las matrices A = ,B=| 0 1|,C= ,D= halla:
1 -15 1 9 3 4 -8 17

a) Lamatriz inversa de C.
b) Lamatriz X que verifique: AB + CX = D.
Solucion:

a) Cl= -2 1
3/2 -1/2

by AB+CX=D =CX=D-AB=C*'(CX)=C!'(D-AB)= (C'C)X=C*'(D-AB)=
X=C!(D-AB)
31

-2 01 -7 0 -9 3 -7 0) (-2 3
AB = 0 1= ;D-AB= - =
( 1 -1 5] (—2 10} (—8 17) (—2 10} (—6 7J
-1 2
wo["2 1(-2 3 (21
“\3/2 —1/2)1-6 7) | 01
31
-2 01 1 2\(a b -9 3
Otra forma: AB+CX =D = 0 1|+ = =
1 -1 5 3 4)\c d -8 17
-1 2
-7 0 a+2c b+2d -9 3 a+2c b+2d -2 3
-2 10 3a+4c 3b+4d -8 17 3a+4c 3b+4d -6 7

a+2c=-2 a=-2 b+2d=3 b=1 -2 1
= , = = X=
3a+4C:—6} {C:O 3b+4d:7} {dzl [ 0 1)
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