Ejercicios resueltos de Algebra | 2011

Ejercicios de Matematicas
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a) Calcula x e y para que MN = NM.
b) Calcula M***" y M™%

Solucién:
0 0 1)(0 01 (y 00O 0 10 0 1) (1 0 O
Q) MN=/0 1 Oflx 1 0|=[x 1 0| ;NM=|x 1 0]|0 1 0|=/0 1 x
10 0J)ly 00/ (0 01 y 0/)l1 0 0) (0 0 vy
y 00 100
x 1 0 =0 1 x| =y=1,x=0
001 00y
0 0 1Y(0 0 1) (1 0 O 001
by M*=|0 1 0[]0 1 0[|=[0 1 O|=I,M*=|0 1 O|=M,M*=1,M°>=M, ...
10 0/l1 00/ (001 100

Se ve que si el exponente es par es igual a la matriz unidad y si es impar es igual a M, por lo tanto M ***
=MyM®* =],
x 5 1
2. Sesabe que [y 0 1/=1. Explicando que propiedades de los determinantes se utilizan y sin desarrollar,
z 31
y 2y y+2
calcular el valor de [x 2x+5 x+2|.
z 2z+3 z+2

Solucion:
y 2y y+2 n X 2X  X+2 @) X 2X x+2[ |x O x+2(3) X 0 x+2
X 2X+5 X+2/ =—|y 2y+5 y+2 =—-|y 2y y+2/—-|ly 5 y+2=—-y 5 y+2
zZ 2z+3 z+2 z 2z+3 z+42 zZ 2z z+2| |z 3 z+2 z 3 z+2
@ x 0 x/ [x O 2(5) x 0
=—ly 5 yl-ly 5 20 =-2ly 5 1=-2

z 3 1z |z 3 2 z 3

(1) Al Permutar 12y 22 fila el determinante cambia de signo.

(2) Los elementos de la 22 columna los descomponemos en dos sumandos.

(3) El primer determinante tiene dos columnas proporcionales, por lo tanto es igual a cero.
(4) Los elementos de la 32 columna los descomponemos en dos sumandos.

(5) El primer determinante tiene dos columnas iguales y por lo tanto es igual a cero, el segundo
determinante tiene la 32 columna multiplicada por 2 luego el determinante queda multiplicado por 2.
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011 6 -3 -4 1 00
3. Sean las matrices: A=|1 1 0, B=|-3 2 1, I=[0 1 0,
1 00 -4 1 5 0 01

a) Estudiar si existe algin valor de Ae R para el cual se satisfaga (A—M)2 =B.

X'y z X 1/4 4
b) Teniendoencuentaque |1 O 2|=1 determinarelvalorde |y 0 4
1 1 3 z 1/2 12
Solucion:
011 A 0 O -2 1 1
a) A-Al=1 1 0|-f0 2 0= 1 1-2 O
1 00 0 0 A 1 0 -
- 1 1 - 1 1 A +2 -2\ +1 —2\ 6 -3 4
(A—M)zz 1 1-2 0|11 1-A 0 |=|-2A+1 A*—2n+2 1 [=|-3 2 1 =

1 0 - 1 0 A -2\ 1 1+ -4 1 5

Igualando, por ejemplo, los elementos a;3;  —2L=—4 = .
Ahora basta comprobar que para A =2 los restantes valores de ambas matrices son iguales.

x 1/4 4 X Yy z X vy z Xy 2z
0 4|24 0 v2|2al1a o 274|241 |1 0 2| = [1]
b) |V = = =4-2 =
z 1/2 12 4 4 12 1 1 3 1 1 3

Propiedades aplicadas: (1) | A | = ‘ Al ‘ (2) y (3) Extraer el factor comln %2 de la 22 fila y 4 de la 32 fila

a? ab ab
4. Sealamatriz A=|ab a® b?
ab b? a?
a) Sin utilizar la regla de Sarrus, calcular el determinante de dicha matriz.  [1,5 puntos]
b) Estudiar el rango de A en el caso en que b = -a. [1 punto]
SOLUCION.
a)
2
a“ ab ab a a ab 1 b b 1 b b
(& @) ®) ) 2 _p2 ©)
ab a? b%| = alb a? b?| = a’|b a® b%*| = a’|0 a’-b? 0 :azaob 20b2:
b b2 a? b b2 a2 b b2 a2 0 0 a’-b? -

. -(a2 _bz)2

Propiedades aplicadas: (1) y (2) sacar factor comin a “a” en la primera columna y en la primera fila.  (3)
Fo-b-F , R3-b-F
(4) y (5) Desarrollo por los elementos de la primera columna
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a® -—a® -a’
b) Para b = -a, la matriz A es: —a® a’ a’ y como los tres vectores fila son linealmente
2 2 2
—-a° a a
dependientes, el rango de la matriz es 1.
x 1 1 z 1
5. Sean las matrices A=| 2x -1|,B= ( j C=12z|,D=| 0 |dondex,y, zson desconocidos.
y
-x 1 -z 1/3

a) Calcular las matrices (AxB) + Cy 3D.

b) Sabiendo que (AxB) + C = 3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrarlos valores de X, y, z.
b) Estudiar la compatibilidad del sistema. ¢ Cuantas soluciones tiene?

c) Encontrar, si es posible, una solucion.

Solucion:
x 1 1 z X+Yy z X+y+2Z 1 3
a)(AxB)+C=| 2x -1 ( j+ 2z |=| 2X—-Yy |+| 2z |=|2x—-y+2z|; 3D=3 0 |=|0
-x 1 y -z -X+y) (-2 -X+y-2z 1/3 1
X+y+z=3
b) Queda: \2x-y+2z=0
-X+y—-z=1

1 1 13 (1 11 3 1 11 3
c) PorGauss:| 2 -1 2 0f,|0 -3 0 -6(;|0 -3 0 -6
-1 1 -11,10 2 0 4)10 00 O

Rango A = 2 = rango A" < nimero de incognitas = el sistema es compatible indeterminado, por lo tanto
tiene infinitas soluciones.

=

x=1-t
d) Soluciones: -3y =6 =y=2,x=3-y-zZ=>X=1-y= 4 y=2
z=t

Para cada valor real de t se obtiene una solucion. Por ejemplo, sit=0salex=1,y=2yz=0.

Xx a b c
. - X x d e
6. Demuestra la igualdad siguiente: = x(x—-a)(x—-d)(x—f)
x x x f
X X X X
Solucién:

X a b c X a b c

Xx x d e[/ |0 x-a d-b e-c|®@

X X X o0 0 x-d f-e = x(x—a)x-d)(x=f)

X X X X 0 O 0 x-f

(1) A cada fila le restamos la anterior
(2) El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal
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7. Dadas | tri A—31 |—10
- Dadaslasmatrices A= o, . 1=,

a) Comprobar que det(AZ) =(det(A))2

d
c) Encontrar la relacion entre los elementos de las matrices M cuadradas de orden 2 que satisfacen:
det(M+1) =det(M)+det(I)

a b
b) Estudiar si para cualquier matriz M = (c j de orden 2 se cumple que det(M2 ) = (det(M))2

Solucién:

a3 1)(3 1
A " 7l8 3)|-8 -3

Por otra parte: det(A) =‘

=(1 Oj = det(A2)=‘l 0‘:1
0 1 0 1
1

) ‘:—9+8=—1 = (det(A)) =(-1)° =1

3

Luego, en efecto: det(Az) = (det(A))2
a’+bc ab+bd

a bY(a b 2
b M?= _ _[@a"+bc ab+bc21 N det(MZ): :
c d)lc d ac+dc bc+d ac+dc bc+d
- (a2 +bc)-(bc+d2)—(ab+ bd)- (ac+dc) = a?bc+a’d? + b*c? + bed? —a”bc —abed —abed — bed? =
=a’d* +b’c* —2abcd = (ad - bc)2

det(M) = i

b
OI‘:ad—bc = (det(M))’ =(ad—bc)* luego en efecto: det(M?) = (det(M))" v M

c) M+I=({lerl b} = det(M+1)=(a+1)-(d+1)—bc=ad+a+d+1-bc (*)

c d+1
M) = —
det(M) =ad—bc = det(M)+det(l)=ad—bc+1 (¥)
det(1)=1

Como las igualdades (*) han de seriguales: ad+a+d+l1-bc=ad-bc+l = a+d=0 = d=-a

a b
luego las matrices M que satisfacen la relacion fijada son de la forma: M =( j

c -a
-1 2 13
8. CalcularelrangodelamatizA=| 4 -5 -1 1|, utilizando dos métodos distintos.
2 -1 10

Solucion:

A) Por determinantes: El rango de una matriz A de dimension mxn es el orden del mayor menor no nulo.
Como la matriz A no es la matriz cero, su rango es mayor o igual que 1. Para determinar si tiene rango
> 2, se busca un menor (determinante) de orden 2 no nulo.

Por ejemplo:

2
‘=5—8=—3¢0
5
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Para determinar si tiene rango 3, partiendo del menor de orden 2 distinto de cero, se estudiaran todos
los posibles menores de orden 3 que lo contengan. Si todos ellos son nulos, el rango de A es 2. Si por
el contrario, alguno de ellos es distinto de cero, el rango es 3.

-1 2 1 -1 2 3
Enestecaso:| 4 -5 -1|=0pero| 4 -5 1|=21#0=rangoA=3.
2 -1 1 2 -1 0
B) Por Gauss:
-1 2 13 -1 2 1 3 -1 2 1 3
Rango A=rango| 4 -5 -1 1|/=rango| 0 3 3 13|=rango| 0 3 3 13|=3
2 -1 10 0 33 6 0 00 -7
1
9. Hallar el rango de la matriz A=| 1 a®?+a+1 } segun los valores del parametro. Indicar cuando
-1
existe la inversa de A (junio 1996)
Solucién:
Como la matriz A es cuadrada calculamos su determinante:
1 3 1
1 a’+a+l a |=a®—-a’—a+l=0=a=la=-1
-1 a-4 a-2
Siazlya=-1det(A)=0=rangoA=3
1 3 1
Sia=1:A=|1 3 1 |[,rango A =1, (Atiene dos filas igualesy la tercera es proporcional)
-1 -3 -1
1 3 1
Sia=—-1:A=|1 1 -1],elrangode A es menor que tres pues det (A) = 0y como 11 ‘=—2¢0
-1 -5 -3

=rango A = 2.
La matriz A tiene inversa cuando a=1ya=—1 pues det (A) = 0.

a 1 1 2
10.Halla el rango de lamatriz A= |2 a a2 1| segln los valores del parametro a:
2 1 12

Solucién:
Como la matriz A no es la matriz cero, su rango es mayor o igual que 1. Para determinar si tiene rango > 2,

2
se busca un menor (determinante) de orden 2 no nulo. Por ejemplo: 5 =2=0

Para determinar si tiene rango 3, partiendo del menor de orden 2 distinto de cero, se estudiaran todos los
posibles menores de orden 3 que lo contengan.

a 1l 2
2 a 1l|=(@a—-2)(Ra-1)=0=a=2ya=%
2 1 2



Ejercicios resueltos de Algebra | 2011

NN D

1

2
a? 1l=@-2)(Ra*-1)=>a=2ya=+-1/2.
2

1

Ambos menores de orden 3 se anulan a la vez para a = 2, por lo tanto: Si a =2 rango A = 2 y si a=2 rango
A = 3 pues al menos uno de los menores de orden 3 es distinto de cero.

1 2 a
11. Estudia el rango de lamatriz M={1 1 a | segun los valores del parametro a. ¢Existe algun valor de a
a 01
para el que sea rango (M) = 1?.
Solucion:
a) Por Gauss
1 2 a 1 2 a 1 2 a
RangoM=rango (|1 1 a|=rango |0 -1 0 |=rango|0 -1 0
a 0 1 0 -2a 1-a? 0 0 1-a’
1-a°=0 >a’=1=a==+1
1 2 1
Sia=1,RangoM=rango|0 -1 0|=2
0 0 O
1 2 -1

Sia=-1,RangoM =rango|0 -1 0 (=2

0 0 O

Sia=+1,rango M = 3.
No existe ningun valor de a para el cual el rango M = 1, pues paraa= 1y a = -1 el rango es dos y para a #
+1 el rango es tres.

1 2 a
b) Por determinantes: det(M)=det|1 1 a|=a’-1=0=a==+1
a 01
Siaz 1ya=—1det(A) =0y por lotanto rango A =3
1 21
Sia=1A=|1 1 1], det (A) =0, existe algin menor de orden 2 distinto de cero, por ejemplo
101
1
‘1 1‘:—17&0, por lo tanto rango A = 2.
1 2 -1
Sia=-1A=|1 1 -1|,det(A)=0,existe algin menor de orden 2 distinto de cero, por ejemplo
-1 0 1
12
‘1 1‘:—17&0, por lo tanto rango A = 2.

1 -1 2

12. Halla el rango de la siguiente matriz A={1 a—-2 a+1 | segun los valores del parametro a (2

1 -1 a’+1

puntos). ¢ Tiene inversa cuando a = 0? (0,5 puntos).
Solucién:
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13.

1 -1 2 1 -1 2
Rango |1 a—2 a+1 |=rango |0 a-1 a-1 |;elrango delamatriz seré igual al nimero de filas
1 -1 a*+1 0 0 a’-1

no nulas. Si a—1 =0 la segunda fila tendré todos los elementos igual a 0. La tercera fila tendré todos los
elementos nulos sia’~1=0=a=16a=-1.

Siazlya=-1lelrango de Asera3

1 -1 2
Sia=1rangpA=rango|0 O O|yporlotantorango A=1
0 0 O

1 -1 2
Sia=-1,rangoA=rango |0 -2 -2 |yrangoA=2
0O 0 O

¢Tiene inversa cuando a = 0? Si a = 0, a es distinto de 1 y de — 1, por lo tanto rango de A es 3 = el
determinante de A serd distinto de cero = tendrd inversa.

1 -1 2
Al=1 -2 1|=-2-1-2+4+1+1=1=0.
1 -1 1
2 -2 2
Calcular la matrizinversade A=|2 1 0].
3 -2 2
Solucion:
2 -2 2
a) Secalcula]A|=2 1 0=-2
3 -2 2

b) Se calcula la matriz adjunta de A

10 2 0 2
A = _2 9 Ao =_3 of Az = 3 _2 ==1, Ay =0, A =-2, Ags =-2,
A31 = —2, A32 = 4, A33 = 6
2 -4 -7
Entonces: Adj.(A)=| 0 -2 -2
-2 4 6
2 0 -2
¢) Se calcula la traspuesta de la adjunta: (Adj.(A))'=| -4 -2 4
-7 -2 6

d) Lamatriz inversa de A es:

A‘lzﬁ(Adj_(A))‘z_% 4 2 4=
-7 -2 6
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14. Halla una matriz X que verifiqgue AX + B = C, siendo:

100 100 300
A=(1 2 0| B=|0 1 0| C=|2 5 2
1 2 4 0 01 01 3
Solucion:
AX+B=C,AX=C-B,A'(AX)=AY(C-B),(A*AX=AYC-B), IX=AC-B),
X =A%C-B)
Vamos a calcular la matriz inversa de A, A™
8 -4 0 8 00 1 00
IA|=8,Adj. (A)=[0 4 —2|,[Adj.(A)]'=|-4 4 0] A= —; % 0
0 0 2 0 -2 2 o .t 1
4 4
2 00 1 0 0|(2 0O 2 00
C-B=|2 4 2|; X=|-; 1 0fl2 4 2/=| 0 2 1
0 12 o -+ 10 12 -1/2 -3/4 0
4 4
p O
15. Halla los valores del parametro p para los cuales la matrizA=|1 p+1 1 |no tiene inversa. ;Tiene
1 0 p-1
inversa para p = 2?. En caso afirmativo calcularla.
Solucion:
p O 0
|A|=1 p+1 1 =p3—p=0:>{p_:fl.PorlotantoAnotieneinversaparapzo, 1, —1. Para los
1 0 p-1
2 00
demas valores hay inversa = tiene inversaparap=2. A= |1 3 1|, |A|=6,
1 01
O e IR i
01 10
AZl__‘O 0‘ . ‘2 0‘_2 N _‘2 0‘:0
0 1 ’ 11 ' 10 ’
Agl_“) O‘:o, . ‘2 0‘ A ‘2 0‘:6..
31 1 13
3 0 -3 3 0 0 200
Adj(A)=|0 2 0|, [Adj.(A)]'=| 0 2 —2|=A'=| 0 % -%
0 -2 6 -3 0 6 _% 0o 1

w
[N

o
H
(@]
1
TN
w
AN
>
O
11
|
©
w
-
=0
=
)

. -2 0 1
16. Dadas las matrices A = ,B=
1 -15
-1 2
a) Lamatriz inversa de C.

b) Lamatriz X que verifique: AB + CX =D.
Solucion:
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2
a) |C|= = -2 # 0= lamatriz C tiene inversa
3 4

. _ 4 -3 ] . t_ 4 -2 *1_i i = 2 !
Adj(C)—(_Z 1) ,(AdJ-(C))-[_3 J:C —|C|(Adj'(c)) (3/2 —1/2}

by AB+CX=D =CX=D-AB=C!(CX)= C'(D-AB)= (C'C)X=C*'(D-AB)=X=
Cc*(D-AB)

3 1
{—2 0 1] (—7 oj (—9 3} (—7 oj (—2 3)
AB = 0 1|= ;D-AB= - =
1 -1 5 —2 10 ~8 17 —2 10} |-6 7
-1 2
wo[~2 1 )[(-23)_(-21
“l3/2 —1/2) -6 7) | 01

3 1
-2 1 1 2 —
Otraforma: AB+CX=D = 0 0 1|+ a b = o 3 =
1 -1 5 1 2 3 4)\lc d -8 17

-7 0 N a+2c b+2d -9 3 a+2c b+2d -2 3
= Y = j—
-2 10 3a+4c 3b+4d -8 17 3a+4c 3b+4d -6 7

a+2c=-2 a=-2 b+2d=3 b=1 -2 1
= , = = X=
3a+4c:—6} {c:o 3b+4d:7} {dzl ( 0 1)

0 a0 1 00
17. Dadas las matrices A={0 0 a|el;=[0 1 0], se pide:
0 0O 0 01

a) Hallar A" para todo entero positivo n. [1 punto]

b) Calcular, si existe, la inversa de la matriz A y de la matriz I3 + A. [1,5 puntos] (junio 2001)
Solucion:

2

0 a 0)(0 a O 0 0 a

a) A’=(0 0 0 0 al=({0 0 O
0 0 0/lO OO (00 O

0 a 0Y(0 0 a?) (0 0 O
A*=|0 0 al|l0 O O0|=]|0 0 O
0 0 0/lO 0 O 000

En consecuencia, para n >3, A"es la matriz nula.
b) Como | A|=0, lamatriz A no tiene inversa

1 a0 1 a o0
Lamatrizl;+A=|0 1 al|,y|l3+A[=|0 1 a|=13=0 = tieneinversa.
0 01 0 01
1 0 1 -a a’
Lamatrizajunta Adj (I + A)=|-a 1 O]:[Adj(l3+A)]‘= 0 1
a’ -a 1 0 0 1
a2

_[adits A [T

b+A)™*
:>(3+ ) ||3+A|

1
={0 1 O
0 0 1
9
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18. Hallar una matriz X = (2 Zj de orden 2 tal que

» 3 . 3 3 1
A'XA=B siendo A= » 1

Solucién:

A'XA=B < XA=AB < X=A-B-A"

3 1
Calculemos A™: |A|=‘ l‘:—3+2=—1

=

o (-1 2 v (-1 -1 P U |
Adj (A) = (_1 3]:>(Aou(A)) _[2 3j:>A —|A|(Adj.(A)) (_2

Por tanto:
X_311—111_311—1 1 1) (5 -23(1 1) |(9 1
2 1Jl2 1){-=2 3) |2 1)l2 1)|\-2 38) (4 1)(-2 -3) [(-6 -7
1 1 1
19. a) Probarque | @ b ¢ |=(b-a)(c-a)(c-b)
a® b ¢
_ _ _ X+2y+3z=0 _

b) Hallar la solucion del sistema de ecuaciones X +4y+97 =2 gue ademas satisface que la suma

de los valores correspondientes a cada una de las incégnitas es 4.

Solucién:
1o ® ! 0 0 @ b-a c—a ®) 1 1
a) c|l=1]a b-a c-a|-= = (b-a)(c-a) =
2 B & 2 broa? a2 (b+a) (b—-a) (c+a)(c-a) b+a c+a
* 0 1 0 ®) o 0
= —a)(c—a = —a)({c—a)(C—
(b-a)(e-2)| o oy gpg| = (-2 (e-2)(e-b)
Propiedades utilizadas:
(1) c2-C1, Cc3-C1
(2) Desarrollo por los adjuntos de la primera fila
(3) Sacar factor comin en ambas columnas
4) cz2-cC1
(5) Desarrollo por los adjuntos de la primera fila
X+2y+3z=0
b) Se debe afiadir a las dos ecuaciones dadas la ecuacion x+y+z=4: | X T4y +92=2
X+y+z=4
Para resolverlo, aplicamos la regla de Cramer:
02 3 0
2 4 9 2
4 1 1 —48- —6— _
. _ 6+72-48-4 :§213 y= 4 1 :2+12 6 36:ﬁ:_14
1 2 3| 4+3+18-12-2-9 2 2 2 2
1409
111

10
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2 0
4 2
1 4 _o_
2= :16+422 8:%:5 Portanto: | x=13 , y=—14 , z=5

2X+y+z2=-2
20. Resuelve el siguiente sistema: < x -2y -3z =1
-X-y+z=-3
Solucién: Vamos a resolverlo por Gauss:
2 1 1(-2)(2 1 1|-2) (2 1 1| -2
1 -2 -3 1,|0 5 7|-4|,|]05 7| -4|=311z=-22=z2=-2.
-1 -1 1{-3) (0 -3 -2|-2 0 0 11|-22
S5y+72=-4=5y=10=2y=2;2X+y+z2=-2=2X=-2=>x=-1
Solucién: x=-1,y=2.z=-2
X—Yy+ z2=6
21. Se considera el sistema<—x—-y+(a—4)z=7
X+y+ 2z=11

a) Discutase seguln los valores del parametro real a.
b) Resuélvase paraa=4.

Solucion:
1 -1 1 6 1 -1 1 6) (1 -1 1 6
a)l]-1 -1 a-4 7|, |0 -2 a-3 13| |0 -2 a-3 13
1 1 2 11 0 2 1 5 0 0 a—-2 18

Sia=2 = rango A =3 =rango A" = nimero de incognitas = el sistema es compatible determinado.

1 -1 1 6
Sia=2|0 -2 -1 13|, rango A=2=rango A" =3 = el sistema es incompatible
0O 0 0 18
b) Paraa =4 el sistema sera compatible determinado.
1 -1 1 6
0 -2 1 13|22=18=2=9,-2y+9=13= -2y=4=>y=-2,Xx-9-2=6=>x=-5
0 0 2 18
. , i . X+2y+z2=3
22. Estudiar segun los valores del parametro a el sistema.
ax+(@a+3)y+3z=1
Solucion:
1 2 1 . (L 2 13
A= , A= . Vamos a calcular el rango de A:
a a+3 3 a a+3 3 1

El rango de A es distinto de cero pues | 1 | # 0. Menores de orden dos que contengana| 1 |:

1

2 a 3=a+3—2a=—a+3=0:>a:3, ‘=3—a=0:>a=3. El rango de A sera 1 si a = 3y rango
+

A=2sia=3.

11
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Sia=# 3 rango A =rango A'= 2 < nimero de incégnitas = el sistema es compatible indeterminado.

Sia=3rangoA=1

*

121 3)|1 3
A = , =-8=0 = Rango A" = 2 # rango A = el sistema es incompatible.
36 3131

23. Discutir segun los valores de “a” el sistema:.
l-a)x+(Ra+1l)y+(2a+2)z=a
ax+ay =2a+2
2x+(@+1)y+(@-1)z=a>-2a+9

Solucién:

Hallaremos los valores de que anulan det (A)

l-a 2a+1 2a+2 a=0
— — A3 2 _ A2 9\ _ a=1
|Al=|a a 0 |=-a%+3a?-2a=0=a(-a’+3a—-2)=0= _a2+3a_2=0{
2 a+l a-1 a=2

a) Siaz0ya=lya=2=|A|=0=rango A =rango A= 3 = nimero de incdgnitas = sistema
compatible determinado.

11
. 11
b) Sia=0,(|A|]=0=>rango A<3), A=|0 0 , ‘2 ‘:—1¢O:rangoA=2
2 1

11 2 0)(110
A"=|0 0 0 2/|,|0 0 2|-0= rango A"=3.
2 1 -19)1]2 109
Por lo tanto: rango A = 2 # rango A"= 3 = sistema incompatible.

0 3 4
c) Sia=1,(JA|l=0=>rangoA<3),A=|1 1 0 ,‘O i"=—3:>rangoA=2
2 20
0 34 1)|0 31
A'={1 10 4/,/1 1 4/=0=rango A'=2
2 2 0 8) |2 2 8

rango A = rango A"= 3 < n° de incognitas = sistema compatible indeterminado.

-1 56
-1 5
d) Sia=2,(JA|=0=>rangoA<3)A=| 2 2 0 ‘ 2‘z—lo;«rsO:wangoA:Z
2 31
-1 56 2)(-15 2
A= 2 2 0 6/[,|] 2 2 6/=-26#0= rangoA'=3
2 3109 2 39

rango A = 2 # rango A"= 3 = sistema incompatible.

12
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24. Discutir el siguiente sistema de ecuaciones lineales segun los valores del pardmetro my resolverlo:

X—-2my+3z=0
2x-3y+mz=0 ,
y+2z=0
Solucion:
1 -2m 3
|A|=[2 -3 m=Tm=0=m=0
0 1 2

Sim=0=|A|=20 = rango A = 3 = nimero de incdgnitas = sistema compatible determinado; solo
admite la solucion trivial: x =0,y =0,z =0.

1 030 1 0 30 1 0 30 1 0 30

Sim=0. {2 -3 0 0|~|0 -3 -6 0|~|0 -1 -2 0|~|0 -1 -2 0] entonces rango
0 120 0o 1 20 0 1 20 0 0 00O

A =2 < n°de incognitas = el sistema es compatible indeterminado.

22=0 22 x=-3t
— — — = —
Solucion: y y =qy=-2t
X+32=0=>x=-32
z=t
ax + y+ z=1
25. Discutir el sistema < X + z =1 segun los valores del parametro a.

Xx+(@-1)y+az=1
Resolverlo en los casos en los gue el sistema sea compatible.
Solucion:

Si rango A =rango A" = 3 (n° de incégnitas) el sistema sera compatible determinado. Veamos que valores
de a anulan al determinante de A, para esos valores ya no es posible que sea determinado.

a 11
) a=0
|A|=]1 0 1=-a +a=0<:>{a_1
1 a-1 a B

a) Siaz0ya=1,|A|=#0=rango A =rango A" = 3 = nimero de incégnitas, el sistema es compatible
determinado:

0 1 1
. 11
b) Sia=0(A|l=0=>rangpA<3)A=|1 0 1]|como 0‘:—17&0: rango A =2,
1 -10
0 111 0 1 0 11
A'=[1 0 11 ‘1 0‘=—1¢0,y 1 0 1/#0 =>rangoA"=3=
1 -101 1 -11

Por lo tanto rango A = 2 # rango A" = 3 = Sistema Incompatible.

111
11
c) Sia=1(|A|]=0=rango A<3) A=|1 0 1|, ‘ ‘:—1¢0:>rangoA=2
101

13
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0

10 ‘ =-1+0 y como la segunda y tercera fila son iguales = rango A* = 2

1111
A'=|1 01 1], ‘

1011
Rango A =2 =rango A" < nimero de incognitas = el sistema es compatible indeterminado:

Resolucion del sistema:

Sia=1
x=1-t
x+y+z=1} x=1—z}
= =:y=0
Xx+z=1 y=0
Siaz0ya=1
1 1 1 a l1l a 1 1
1 0 1 111 1 0 1
1 a-1 a 1 11 a 1-a 1 a-1 1 3a-1
a(l—a) a a(l-a) a a(l—a) a

26. Un autobus de la Universidad transporta en hora punta 80 viajeros de tres tipos: 1) Viajeros que pagan el

27.

billete entero, que vale 75 pta. 2) Viajeros con bono de descuento del 20%. 3) Estudiantes con bono de
descuento del 40%. La recaudacion del autobls en ese viaje fue de 3975 pta. Calcular el nimero de
viajeros de cada clase sabiendo que el nimero de estudiantes era el triple que el nimero del resto de
viajeros.

Solucion:

Sean x los viajeros que pagan billete completo, y los que tienen un 20% de descuento, y z los estudiantes,
gue tiene un 40% de descuento.

X+y+z=80 X+y+z=80
Se cumple que: < 75x +0,8- 75y +0,6 - 752 = 3975 < { 75x + 60y + 45z = 3975
z=3(x+Y) 3X+3y-z=0

1 1 1 80 1 1 1 80
75 60 45 3975|,|0 -15 -30 -2025|=>-4z=-240=2z=60,y=15,x=5
3 3 -1 0 0 0 -4 -240
Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si yo te doy la tercera parte del dinero que tengo,

los tres tendremos la misma cantidad. Calcular lo que tiene cada uno de ellos sabiendo que entre los tres
retnen 60 euros. (Jun. 2003)

Solucién:

28.

Sean X, v, z las cantidades de dinero que tienen Luis, Juan y Oscar, respectivamente.
Se cumple que:
X +y + 2z =60 (entre los tres retinen 60 euros)

2 1 S . .
—X=Yy+ §X =z (Si Luis da la tercera parte a Juan, los tres tienen lo mismo)

3
Despejando en la segunda expresion se tiene:
y—EX' z—gx

3 3

Sustituyendo en la primera ecuacion:

x+%x+§x=60:>x=30 =y=10, z=20

Cuando el afio 1800 Beethoven escribe su primera Sinfonia, su edad es diez veces mayor que la del
jovencito Franz Schubert. Pasa el tiempo y es Schubert quien compone su célebre Sinfonia Incompleta.

14
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Entonces la suma de las edades de ambos masicos es igual a 77 afios. Cinco afios después muere
Beethoven y en ese momento Schubert tiene los mismos afios que tenia Beethoven cuando compuso su
primera Sinfonia. Determinar el afio de nacimiento de cada uno de estos dos compositores (Jun. 2004)

Nota: Solamente se calificaran los resultados obtenidos matematicamente, no los derivados de los
conocimientos histérico-musicales del examinando.

Solucion:
Llamamos x a la edad de Schubert en 1800.
Con los datos del problema se obtiene la siguiente tabla:

Beethoven | Schubert | Relacion
12 sinfonia 1800 10x X
t afios después | 1800 +t 10x +1t X+t 1lx+2t=77
5 afios después |1800+t+5 |10x+t+5 [x+t+5 |[x+t+5=10x

Se tiene el sistema
11x+2t=77 1Ix+2t=77
= X=3
X+t+5=10x IX+t=5
Luego, en 1800 Schubert tenia 3 afios y Beethoven, 30. Habian nacido, respectivamente, en 1797 y en

1770.
29.a) Determina el valor de m para que los vectores T =(m,—~1,0),V =(1,2,-1)y W=(0,1,2) sean linealmente

dependientes. ;Forman base de R® param = 1?. ;Y para m = —% ?. Razona la respuesta.

b) Sea la matriz cuyas filas son los vectores G, Vv y w . ¢Para qué valores de m tiene inversa?. Calcularla
si es posible para m=0.

Solucién:
a) Los vectores Ui =(m,~1,0),V=(1,2-1)y Ww=(0,1,2) son linealmente dependientes si rango {Ui, v, W} <
m -1 0
3|1 2 -1 =5m+2=0:>m=_—2.
0o 1 2 °

. -2 . . .
Sim= = los tres vectores son linealmente independientes.

Para m = 1 los vectores son linealmente independientes y como dimensién de R*es 3 = 3 vectores de
R? linealmente independientes forman base = forman base.

. -2 . .
Sim= e los vectores son linealmente dependientes = no forman base
b) Una matriz cuadrada tiene inversa si y solo si su determinante es distinto de cero, por lo tanto la
. L . -2
matriz tendrd inversa si m = =

Para m = 0 tiene por lo tanto inversa.

0 -1 0 5 -2 1 5 21
A=|1 2 -1|;Det(A)=2Adj(A)=|2 0 0| =[Adj(A'=|-2 0 0|=
01 2 1 0 1 1 01

5,1
. 2 2
Al=|-10 0
1 1
2 2

15
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30.a) Discute segun los valores del pardmetro m, el sistema de ecuaciones lineales: .

X + my — z = 0

2X + Yy 4+ mz = 0

X + 5 — mz = m+l1

b) Resuelve el sistema param = 2. .
Solucion:

1l m -1 1l m -1 0
A A=[2 1 m|yA" =2 1 m 0
1 5 —-m 1 5 -m m+1

Si rango A =rango A" = 3 (n° de incégnitas) el sistema sera compatible determinado. Veamos qué valores
de m anulan al determinante de A, para esos valores ya no es posible que sea determinado.

I m -1 3
IAl=[2 1 m :3m2—6m—9:0;m2—2m—3=0:m:{
1 5 —-m

Sim=z3ym=-1,|A]|#0=rango A =rango A" = 3 = nimero de incégnitas, el sistema es
compatible determinado:

1 3 -1
Sim=3(Al=0=>rangp A<3)A=|2 1 3| como i‘:—4¢0:> rango A = 2,
15 -3
13 -10 130
A"'=[2 1 30 ‘21 i‘:—4¢0,y 2 1 0[#0=rangoA"=3
15 -3 4 15 4
Por lo tanto rango A = 2 # rango A" = 3 = Sistema Incompatible.
1 -1 -1
Sim=-1(A|]=0=rangoA<3)A=|2 1 -1 ‘21 _1‘=3¢0 =rango A=2
1 5 1
1 -1 -10
A"=[2 1 -10 ‘ _1‘:3;&0 y como tercera columna es nula => rango A" =2
1 5 10

Rango A = 2 =rango A" < nimero de incognitas = el sistema es compatible indeterminado.

b) Resolucién del sistema: Sim =2 (m # 3 y m # -1) = el sistema es compatible determinado.

12 -1
|A|l=|2 1 2|=34-6-2-9=-9
15 -2
0 2 -1 10 -1 120
01 2 2 0 2 2 10
35 —2 13 -2 2 153 X=-5/3
-9 9 3 -9 -9 3 -9 L1

16
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1 1 0 X 0
31.Considera las matrices: A= 2 1 1 , X= (}-‘) , O=10

m—4 1 1-m Z 0
¢) Halla el valor de me R para el que la matriz A no tiene inversa.
d) Resuelve la ecuacion AX = O param = 3 (Razona la respuesta)

Solucion:
a) Lamatriz A no tendré inversa cuando |4| = 0

1 1 0
|Al=| 2 1 1 |[=1-m+m—4—-1-24+42m=0=>2m-6=0=>m=3
m—4 1 1-—m

Por lo tanto A no tiene inversa sim=3
x+y =0

b) El sistema es homogéneo: [Zx +yv+z =0
—x +y—2z=0

1 1 0
RangoA<3.A=(2 1 1); H 2 =1+#0=rango A = 2 < numero de incognitas =
— 2

1 1
Podemos eliminar la tltima ecuacion, ya que sera combinacion lineal de las otras dos. El sistema

guedara de la forma.

R L =t
{}-‘-l%z:fo = {}._ ; 3{;; —t

z=—t
013 2 1 1 -1
32.Siendo: A={1 1 0| B=/-1 0|y C= 1
2 00 3 4 1 -2

a) Calcula la matriz inversa de A
b) Halla una matriz X que verifique AX + B=C.

Solucién:

a) A tendra inversa si det (A) #0

01 3
1 10
2 00

0o 0 -2 0 0 -3 0 0 172
Adj(4) = ( 0 -6 2 ) = (Adj (A))" =( 0 —6 3 ):A‘1= ( 0 1 —1;2)
-3 3 -1 -2 2 -1 1/3 -1/3 1/6

|A] = = —6 = tiene inversa.

b) AX+B=C=AX=C-B = A*(AX)=A'(C-B) = (A'TA)X=A'(C-B) = IX=A"(C-
B) =

0 0 /2y -1 -2 -1 -3
X=A'(C-B)= (ﬂ 1 —1,’2)(1 1)=(2 4)
1/3 —-1/3 1/6/ \-2 —&a -1 -2

17
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1 1 3
33.Considerar lamatrizA=| 2 3 4 |siendo m un parametro real. Se pide:
3 4 m
a) Discutir si existe solucion segun los valores del pardmetro m del sistema de ecuaciones lineales:
X 0
A-|y|=]|0]. En caso afirmativo, resolver el sistema.
z 0
X 2
b) Param =7, considerar el sistema de ecuaciones lineales: A-|y |=| 0 |. Discutir si existe solucion.
z 3
Solucion:
a) Utilizaremos el método de Gauss para discutir y resolver el sistema homogéneo de ecuaciones
lineales.
11 3 011 3 0 (11 3 0
2 3 4 0,/j01 -2 0,|]01 -2 0|,m-7=0=>m=7
34 mo0/01 m-9 0) (00 m=720

Sim=#=7 = rango A =3 =Rango A" = nimero de incgnitas = el sistema es compatible determinado.
Lasoluciones: x=0,y=0,z=0.

11 3 0
Sim=7,|0 1 -2 0| =rango A =2 = Rango A" < nimero de incognitas = el sistema es
00 0 O

compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones).
X =-52
Soluciones:y—2z2=0=>y=2z,Xx+y+3z=0=>Xx=-y-32=-52=4 y=2t
z=t
11 3 2 11 3 2

1132
by |2 3 4 0[,|0 1 -2 —-4|,|0 1 -2 —-4|=RangoA=2=Rango A"=3= el sistema
3473 (01-2-3{00 0 1

es incompatible.

2x+ y—z=1
34.Discute el siguiente sistema y resuélvelo cuando sea posible: { x—-2y+ z=3

5Xx—-5y+2z=m
Solucion:

Utilizaremos el método de Gauss para discutir y resolver el sistema de ecuaciones lineales.

X-2y+z=1
Intercambiamos la primera con la segunda ecuacion: {2x+ y— z=3

5Xx -5y +2z=m

18
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35.

1 -2 1 3)(1 -2 1 3 1 -2 1 3
2 1 -1 1},/0 5 -3 -5 |2241x2,|0 5 -3 -5 m-10=0=
5 -5 2 m/\{0 5 -3 m-15/)3+13-5 (0 O O m-10)3-2
m =10
Sim=10 = rango A = 2 = Rango A" = 3 = el sistema es incompatible
1 -2 1 3
Sim=10,|0 5 -3 -5| =rango A =2 = Rango A" < nlimero de incognitas = el sistema es
0 0 0 O
compatible indeterminado (tiene infinitas soluciones).
5+t
5
By-3z=-5= y=_5+3z,x=3+2y—z:>x=3+ —10+6z _,_>+z y:_5+3t
5 5 5
z=t
. 10 -1 ,
Sea la matriz A:(2 1 1),resolver por el método de Gauss:
a) El sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es A'A.
b) El sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es AA".
Solucion:
1 2 1 5 2 1
a) A'=s| 0 1]; At-A= 01(10_j 2 11
-1 1 -1 11 2
5 2 1)(x 0
El sistema que tenemos que resolveres: |2 1 1||y|=|0
11 2)\z 0
5 2 10 11 2|0 1 1 1
2 1 1/0f; ]2 1 1|0}; -1 -3|0 -1 -3|0/, el rango de la matriz de los coeficientes
1 1 2|0 5 2 1|0 -3 -9]|0 0|0
es 2 < nimero de incgnitas = el sistema es compatlble indeterminado.
X=t
-y-3z2=0=y=-32, Xx+y+22=0=>Xx=-y-22=32-22=7 = {y=-3t
z=t
1 2
b) A-Al= (1 0 _1J~ 0 1 =[2 1j.EI sistema que tenemos que resolver es: (2 1J (Xj:[oj;
2 1 1 11 16 1 6)\y 0

2 1|0 2 10 . . , S
(1 6 0], (0 11‘ OJ , €l rango de la matriz de los coeficientes es 2 = nimero de incdgnitas = el

sistema es compatible determinado: x =0, y=0
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