EJERCICIOS DE OPTIMIZACIÓN Y DERIVABILIDAD
2º BH

SOLUCIONES

1. Disponemos de 24 metros de material para hacer una valla con la que queremos delimitar un jardín de forma rectangular y con la mayor superficie posible. En uno de los lados de rectángulo tenemos que poner doble vallado. Encontrar las dimensiones de ese jardín, indicando la del lado doblemente vallado.
Solución:
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Superficie: S =x(y. La longitud a vallar nos da la relación entre las variables: 24 = 3x + 2y ( 
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. Veamos para que valor de x se obtiene la superficie máxima:  
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< 0 ( máximo. Para x = 4  y = 6. El lado doblemente vallado mide 4 metros.

2. Hallar las dimensiones de un depósito abierto superiormente, en forma de prisma recto de base cuadrada, de 500 metros cúbicos de capacidad, que tenga un revestimiento de coste mínimo.
Solución:

El revestimiento de coste mínimo se obtendrá cuando la superficie es mínima. La superficie es S = x2 + 4xy (área de la base x2 mas el área de las 4 caras laterales xy).

La relación enter las variables nos la da el volumen: V = x2(y = 500 ( y = 500/x2 ( 
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3. Una hoja de papel debe contener 18 cm2 de texto impreso. Los márgenes superior e inferior deben tener 2 cm cada uno y los laterales 1 cm. Calcula las dimensiones de la hoja para que el gasto de papel sea mínimo
Solución:

El gasto de papel será mínimo cuando lo sea la superficie de la hoja.

S = (x + 4)((y + 2) = xy + 2x + 4y +8

La relación entre las variables nos la da la superficie de texto impreso 18 = xy ( y = 18/x. Sustituyendo obtenemos: 
S(x) = 18+2x+72/x +8 =26+ 2x + 72/x 
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Dimensiones de la hoja: 6 + 4 = 10  y 3 + 2 = 5
4. Deseamos comprar 18 ordenadores y en el mercado hay dos tipos. Sabemos que el beneficio que podemos obtener de su uso está dado por: El producto del número de ordenadores de un tipo que se compra por el cuadrado del número de ordenadores del otro tipo que se adquiere. Determina el número de ordenadores de cada tipo que debemos adquirir para que el beneficio sea máximo.

Solución:

Compramos “x” ordenadores de un tipo e “y” del otro.

Deseamos comprar 18 ordenadores: x + y = 18

Se desea que el beneficio B = x·y2, sea máximo.

Luego, B = (18 ( y)·y2 = 18y2 – y3

Para extremo: B´ = 0 B´ = 36y - 3y2 = 0 y = 0 e y = 12.

Como B´´ = 36 ( 6y, el máximo se da para y = 12, pues B´´(12) < 0.

En consecuencia, x = 6.

5. Se desea construir cajas de embalaje en forma de prisma cuadrangular recto de modo que la suma de las tres dimensiones sea 72. ¿Cuáles han de ser las dimensiones para que la capacidad de las cajas sea máxima?

Solución:

Sea x el lado de la base e y la altura del prisma.

Se tiene: 2x + y = 72 y = 72 ( 2x

Su capacidad viene dada por: V = Area de la base x altura

V = x2 y = x2 (72 - 2x) = 72x2 ( 2x3

Para máximo:

V´ = 144x ( 6x2 = 0 x = 24 ó x = 0 (no sirve)

Como

V´´ = 144 ( 12x se tiene que: V´´(24) = (144

Luego, para x = 24 se tendrá la capacidad máxima. En consecuencia, el prisma cuadrangular recto de capacidad máxima es un cubo de arista 24.

6. Hallar las dimensiones de una ventana de 6 metros de perímetro para que tenga la máxima superficie posible, y, así, produzca máxima luminosidad.

Solución:

Sea x la base e y la altura del rectángulo.

Se tiene que 2x + 2y = 6 y = 3 ( x

Se desea hacer máxima su superficie: S = xy = x(3 ( x) = 3x ( x2
S´(x) = 3 ( 2x = 0 x= 3/2

Como S´´(x) = (2  ( S´´(3/2) = (2  < 0, se trata de un máximo.

Por tanto, la solución es: base x = 3/2 y la altura y = 3/2

Será una ventana cuadrangular.

7. Halla las dimensiones del rectángulo de área máxima inscrito en una circunferencia de 10 cm. de radio.


Solución:

Condición que se tiene que dar: 
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Función a maximizar: Área = 
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Si hacemos 
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Es claro que la solución es 
[image: image24.wmf]2

10

x

=

 ya que la negativa no tiene sentido. Comprobaremos que es máximo calculando la segunda derivada:
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. Se trata de un cuadrado.

8.  Hallar  los valores de las constantes a, b y c para que las gráficas de las funciones f(x) = x2 + ax + b y g(x) = x3 + c pasen por el punto (1, 2) y en este punto tengan la misma tangente.

Solución:
f(x) = x2 + ax + b  si pasa por (1, 2) → f(1) = 2 
 → 1 + a + b = 2
b = 0

g(x) = x3 + c                     “               → g(1) = 2 
 → 1 + c = 2

c = 1

Si tienen la misma tangente en (1, 2)→ f’(1) = g’(1) → 2 + a = 3

a = 1

f’(x) = 2x + a

f’(1) = 2 + a

g’(x) = 3x2

g’(1) = 3

9. De entre todos los pares de números que suman 30 calcular aquel par cuyo producto sea máximo.

Solución:

Sean x e y los números cuyo producto P = x · y queremos que sea máximo. Como la suma de los dos números es 30, x + y = 30 , y = 30 – x , sustituimos y en la función que queremos optimizar P = x · ( 30 – x) = 30x – x2
Derivamos la función,  P’ = 30 – 2x e igualamos a cero para encontrar el máximo

30 – 2x = 0 , x = 15

Comprobamos con la segunda derivada que lo que tenemos es un máximo

P’’ = -2, P’’(15) = -2 < 0        Máximo si x = 15 e y = 30 – 15 = 15
10. Se quiere construir una piscina de tal forma que la planta esté formada por un rectángulo y un semicírculo que tenga como diámetro uno de los lados del rectángulo. De entre todas las piscinas de esta forma con una superficie de 50 m2, ¿cuál es la de perímetro mínimo?¿Hay alguna de perímetro máximo?

Solución:

 y


Área = 
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; despejamos x
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La función a optimizar es el perímetro P = 
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, sustituimos x por la expresión anterior  P = 
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Derivamos la función e igualamos a cero para encontrar el mínimo

P’ = 
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La solución negativa la desechamos (y es una longitud y no puede ser negativa) y comprobamos si para el valor y = 7’48 tenemos un mínimo estudiando el crecimiento:
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 Vemos que se trata de un mínimo. Falta por calcular x sustituyendo 
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 en la expresión obtenida al principio 
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No hay ninguna piscina de perímetro máximo.

11. Calcula los valores de a, b y c en la función: 
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 sabiendo que es continua, derivable y  que pasa por el punto (-1, -2). Para estos valores calcula los puntos de f(x) en los que la recta tangente es paralela al eje OX.

Solución:

Si es continua, lo es en x = 1 por lo que se cumplirá 
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, es decir, 1 + 5 + a + b = 4 + c ( 6  de donde queda la ecuación a + b ( c = (8.

Si es derivable, lo es también en x = 1 por lo que se cumplirá f’(1() = f’(1+). Hallamos la derivada 
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 e igualamos las derivadas laterales en x = 1 

3 + 10 + a = 8 + c de donde que da la ecuación a ( c = (5

Si pasa por ((1, (2), se cumple f((1 ) = (2, es decir   (1 + 5 ( a + b = (2  de donde queda la ecuación (a + b = (6

Con esas tres ecuaciones se forma un sistema que resolviéndolo da como solución a = 3, b = (3, c = 8.
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